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Logik

Die (Aussagen-)Logik ist fiir simtliche Teilbereiche der Mathematik von grundlegender
Bedeutung.

Satz und Aussage

Léasst sich einem Satz A ein Wahrheitswert (w = wahr oder f = falsch) eindeutig zuord-
nen, so wird dieser Satz zu einer Aussage.

Als Darstellungsform fiir den Wahrheitswert von Aussagen wihlt man héufig so genannte
“Wahrheitstafeln”. Dabei werden spaltenweise die Wahrheitswerte der in der Kopfzeile
angegebenen Aussage(n) aufgelistet.

A

w
f

Beispiele:
e Der Satz “1 + 2 = 37 ist eine wahre Aussage.
e Der Satz “9 ist eine Primzahl” ist eine falsche Aussage.
e Der Satz “Die Donau flielt ins schwarze Meer” ist eine wahre Aussage.

e Der Satz “Es ist spit” ist keine Aussage, da ihm kein Wahrheitswert zugeordnet
werden kann.

Ein Satz ist auch dann eine Aussage, wenn sein Wahrheitswert zum gegebenen Zeitpunkt
nicht feststellbar ist. Beispielsweise handelt es sich bei dem Satz “Am 3. April 1650 regnete
es in Berlin.” ebenfalls um eine Aussage, auch wenn sich ihr Wahrheitswert mit grofier
Wahrscheinlichkeit nicht mehr feststellen 14sst.

Negation einer Aussage

Durch Verneinen einer Aussage A entsteht eine Aussage —A, die Negation der Aussage
A genannt wird. Da der konkrete Wahrheitswert einer negierten Aussage —A stets vom
Wahrheitswert der eigentlichen Aussage A abhéngt, hat die entsprechende Wahrheitstafel
zwei Spalten.




Tab. 1: Wahrheitstafel der Konjunktion

Ay Ay AL N Ay
w w w
w f f
/ w f
/ f f
A -A
w /
f w

Die Negation einer wahren Aussage ist falsch, die einer falschen ist wahr; insbesondere
entspricht die doppelte Negation einer Aussage —(—A) der urspriinglichen Aussage A.

Beispiele:
e A: “Die Geraden g und h schneiden sich.”
e —A: “Die Geraden g und h schneiden sich nicht.”
e —(—A): “Es ist nicht wahr, dass die Geraden g und h sich nicht schneiden.”

Verkniipfungen von Aussagen

vh R4

Mit Hilfe von Bindewdrtern wie “und”, “oder”, “genau dann, wenn” usw. lassen sich mehrere
(Teil-) Aussagen zu einer zusammengesetzten Aussage verkniipfen. In der Logik lassen sich
mit Hilfe der folgenden Aussage-Funktionen zwei (oder mehrere) Aussagen zu einer neuen
Aussage formen.

Die Konjunktion

Verkniipft man zwei Aussagen A; und A, durch das Wort “und”, so entsteht die Konjunk-
tion der Aussagen A; und A,, symbolisch mit A; A Ay bezeichnet.

Eine Konjunktion zweier Aussagen ist somit nur wahr, wenn beide (Teil-)Aussagen wahr
sind.

Beispiele:

e Die Konjunktion der wahren Aussage A; “8 ist eine gerade Zahl” mit der falschen
Aussage A, “8 ist durch 3 teilbar” ist die falsche Aussage A; A A @ “8 ist eine gerade
Zahl und durch 3 teilbar”.

e Die falsche Aussage “Der Mars ist ein Gasplanet und hat eine grofere Masse als die
Erde” ist eine Konjunktion der falschen Aussagen “Der Mars ist ein Gasplanet” und
“Der Mars hat eine grofsere Masse als die Erde”.




Tab. 2: Wahrheitstafel der Adjunktion

Ay Ao ALV Ay
w w w
w f w
f w w
f f f
Tab. 3: Wahrheitstafel der Implikation
Al A2 A1 = A2
w w w
w f f
f w w
f f w

Die Adjunktion

Verkniipft man zwei Aussagen A; und As durch das Wort “oder”, so entsteht die Adjunk-
tion der Aussagen A; und As, symbolisch mit A; V A bezeichnet.

Die Adjunktion ist somit wahr, wenn eine der beiden Aussagen wahr ist (oder beide wahr
sind).
Beispiele:

e Die Adjunktion der wahren Aussage 0 < 1 und der falschen Aussage 0 = 1 ist die
wahre Aussage 0 < 1.

e Die wahre Aussage: “Entweder ist die Erde ein Wiirfel oder die Sonne ist ein Stern”
ist eine Adjunktion der falschen Aussage: “Die Erde ist ein Wiirfel” und der wahren
Aussage: “Die Sonne ist ein Stern”.

Die Implikation

Verkniipft man zwei Aussagen A; und A, durch das Wort “dann”; so entsteht die Impli-
kation der Aussagen A; und A,, symbolisch mit A; = A, bezeichnet.

Die Implikation ist wahr, wenn beide Aussagen A; und A2 wahr sind oder wenn die erste
Aussage A; falsch ist.! Formal erhiilt man eine identische Wahrheitstafel, wenn man die
Implikation (—Ay) = (—A;) bildet.”?

I Der letztere Fall wird bisweilen auch als “Ex falso quodlibet” bezeichnet — aus einer falschen Annahme
folgt Beliebiges.
2 Die vorschnelle Annahme, dass aus A; = As auch (=A;) = (—A4s) folge, ist hingegen falsch.

Ein anschauliches Beispiel hierfiir ist die Aussage A; = A “Wenn es regnet, dann ist es bewolkt.” Die
Aussage (—A;1) = (—A2) wiirde lauten “Wenn es nicht regnet, dann ist es nicht bewlkt”, was offensichtlich
falsch ist. Die Aussage (—B) = (—A) “Wenn es nicht bew6lkt ist, dann regnet es nicht” ist hingegen richtig.

Man sagt daher auch, dass A; notwendig fiir A, sei und dass A, hinreichend fiir A; sei.

3 Es existiert sogar eine dritte Darstellungsweise der Implikation, und zwar (—A;) V A,. Dies lisst
anhand der Wahrheitstabelle der Adjunktion tiberpriifen, indem man fiir A; die jeweils entgegengesetzten




Tab. 4: Wahrheitstafel der Aquivalenz
Ay Ao Al & Ay

g "™ &

| E || 8

|2 | &

Beispiele:

e Die Aussage “Wenn 2 < 1 ist, dann ist 3 < 2” ist wahr, obwohl sie eine Implikation
zweier falscher (Teil-)Aussagen ist.

e Die Implikation der wahren Aussage “Die Lichtgeschwindigkeit betrdgt annihernd
300000km/s” und der falschen Aussage “Die Schallgeschwindigkeit ist grofer als
die Lichtgeschwindigkeit“ ist die falsche Aussage “Die Schallgeschwindigkeit betragt
mehr als 300000 km /s”.

Aquivalenz zweier Aussagen

Verkniipft man zwei Aussagen A; und A, durch die Wortkombination “dann, und nur
dann”, so entsteht die Aquivalenz der Aussagen A; und As, symbolisch mit A2 & A,
bezeichnet.

Die Aquivalenz zweier Teilaussagen ist nur wahr, wenn entweder beide Teilaussagen wahr
oder beide falsch sind."

Beispiele:

e Die wahre Aussage “Im rechtwinkligen Dreieck gilt der Hohensatz” dquivalent ver-
kniipft mit der falschen Aussage “Im rechtwinkligen Dreieck sind alle Seiten gleich
lang” ergibt die falsche Aussage “Im rechtwinkligen Dreieck sind dann und nur dann
alle Seiten gleich lang, wenn der Hohensatz gilt”.

e Die Aquivalenzverkniipfung der falschen Aussage “Das Kilogramm ist eine Lingen-
einheit” mit der wahren Aussage “Tausend Meter ergeben einen Kilometer” ist die
falsche Aussage “Das Kilogramm ist dann und nur dann eine Langeneinheit, wenn
tausend Meter einen Kilometer ergeben”.

Wabhrheitswerte annimmt und das Ergebnis der so gebildeten Adjunktion mit der Wahrheitstabelle der
Implikation vergleicht.

1 Formal erhélt man eine identische Wahrheitstafel, wenn man die beiden Implikationen (A;) = (As3)
und (As) = (A;) bildet und durch eine Konjunktion miteinander verkniipft. Es gilt also:

(A1 =4 Ag) =4 ((A1 = A2) A (AQ = Al))




Tab. 5: Wahrheitstafel der Kontravalenz

Ay As A1V Ay
w w f
w f w
f w w
f f f

Kontravalenz zweier Aussagen

Verkniipft man zwei Aussagen A; und A, durch das Wort “entweder oder” im ausschlie-
fenden Sinn, so entsteht die Kontravalenz der Aussagen A; und A,, mit mit A;VA,
bezeichnet.

Die Kontravalenz zweier Teilaussagen ist nur dann wahr, wenn genau eine der beiden
(Teil-)Aussagen wahr ist. Damit ist sie formal, wie ihr Name bereits andeutet, mit der
Negation der Aquivalenz identisch.

Beispiel:

e Verkniipft man die wahre Aussage “Der Zug fahrt nach Miinchen” kontravalent mit
der falschen Aussage “Der Zug féahrt nach Frankfurt”, so ergibt sich die wahre Aus-
sage “Der Zug fahrt entweder nach Miinchen oder nach Frankfurt”.

Regeln zu den Aussagenverkniipfungen

Zwischen den Aussagen beziehungsweise ihren Verkniipfungen sind folgende Aquivalenzen
definiert, von denen einige eine formale Ahnlichkeit mit den Regeln fiir das Rechnen mit
Zahlen haben:

e Kommutativgesetz:

ATNAs & AN Ay
AV Ay & Ay VA
o Assoziativgesetz:
(AT NAy) N Az < AL A (Ag A Ag)
(A1 V Ag)V A3 & AV (Ag V Aj)
o Distributivgesetz:
AL N (A V As) & (A1 AN Ay) V (Ay A A3)
ALV (A3 N As) < (A1 V Ay) A (Ag V A3)

Hinzu kommen folgende Regeln, die bisweilen fiir Beweisverfahren sowie in der Informatik
niitzlich sind:

e Regeln von de Morgan:
_|(A1 VAN AQ) <~ (_\Al) V (_lAQ)
_|(A1 V Ag) =4 (_|A1> A <_|A2)




o Absorptionsgesetz:

Al N (Al \/A2> <:>A1
ALV (AL A Ay) & A

e [dempotenzgesetz:

ANAs A
AVA& A

e Komplementgesetz:

AV (mA3NAY) & A
Al N (ﬁAQ \/AQ) s A

Dabei wird die Verkniipfung (—A) V A auch “Tautologie” genannt; sie ist stets wahr.”

Variablen, Terme und Aussageformen

Eine Variable ist ein Symbol fiir ein beliebiges Element aus einer vorgegebenen Grund-
menge. Dariiber hinaus gelten fiir das Rechnen mit Variablen keine besonderen Regeln
oder Gesetze.

Ein Term ist eine Bezeichnung zum einen fiir ein einzelnes mathematisches Objekt (bei-
spielsweise j:%, , \/§), zum anderen auch fiir eine Aneinanderreihung mehrerer Konstan-
ten, Variablen, Klammern und Rechenoperatoren (beispielsweise 2 - (22 — 1), = € R).°
Terme enthalten allerdings kein Relationszeichen, sie sind somit weder wahr noch falsch.

Eine Aussageform enthdlt neben (mindestens) einer Variablen und (mindestens) einem
Term stets ein Relationszeichen — beispielsweise x > 1 oder z; - o = 0. Um allerdings
einer Aussageform auch einen Wahrheitswert zuordnen zu kénnen, miissen zunéchst alle
auftretenden Variablen durch konkrete Elemente aus der Grundmenge ersetzt werden.
Ebenso wie Aussagen lassen sich mehrere Aussageformen durch logische Verkniipfungen
zu neuen Aussageformen kombinieren.

Die Abhéngigkeit einer Aussageform von einer oder mehreren Variablen z, x5, ... wird
in der Form A(xy, xo, ...) ausgedriickt. Dabei lassen sich Aussageformen in drei Arten
unterteilen:

e Wird eine von einer Variablen x abhéngige Aussageform A(zx) fiir jedes beliebige
x aus einer Grundmenge X erfiillt, so bezeichnet man die Aussageform A(z) als
allgemeingiiltig beziiglich X.

e Existiert mindestens ein « aus der Grundmenge X, das die Aussageform A(x) erfiillt,
so bezeichnet man die Aussageform A(x) als erfiillbar beziiglich X.

> Das Gegenteil der Tautologie, die Aussage A A (—A), heift Kontradiktion; sie ist fiir jede beliebige
Aussagen A stets falsch.

6 Setzt man fiir die in Termen auftretenden Variablen konkrete mathematische Objekte des Grund-
bereichs ein, so ergibt sich ein neuer mathematischer Ausdruck; beispielsweise ergibt der Term 8 -  — 10
fiir x =1 den Wert —2.




e Existiert kein x aus der Grundmenge X, das die Aussageform A(x) erfiillt, so be-
zeichnet man die Aussageform A(z) als unerfiillbar beziiglich X.

Aussageformen werden insbesondere in der Algebra als Gleichungen und Ungleichungen
behandelt.

‘Fiir alle’ und ‘Es gibt’

Aussageformen konnen — neben dem Einsetzen von konkreten Objekten fiir die auftreten-
den Variablen — auch auf eine zweite Art und Weise zu Aussagen gemacht werden: Der
Quantifizierung.

e Eine allgemeine Aussageform A(z) wird zu einer “Existenz-Aussage”, wenn folgende
Forderung erfiillt ist:

“Es existiert (mindestens) ein Element x aus der Grundmenge
X7, fiir das die Aussageform A(z) wahr ist.”

Verkiirzend kann eine Existenz-Aussage mit Hilfe des so genannten “Existenz-
Quantors” 3 formuliert werden: Anstelle von “Es existiert (mindestens) ein 2” kann
auch kurz Jx geschrieben werden.

e Eine allgemeine Aussageform A(z) wird zu einer “Universal-Aussage”, wenn folgende
Forderung erfiillt ist:

“Fiir jedes Element x aus der Grundmenge X” ist die Aussage-
form A(z) wahr.”

Verkiirzend kann eine Universal-Aussage mit Hilfe des so genannten “All-Quantors”
V formuliert werden: Anstelle von “Fiir alle 2” kann auch kurz Vx geschrieben werden.

Wihrend eine Existenz-Aussage 3z : A(x) wahr ist, wenn die zugrunde liegende Aussa-
geform A(z) auch nur fiir ein konkretes z erfiillt wird, so kann im umgekehrten Fall eine
Universal-Aussage Vz: A(x) bereits durch den Existenz-Nachweis eines einzigen “Gegen-
beispiels” Jz: = A(z) als falsch widerlegt werden.™

Direkte und indirekte Beweise

Die formalen Regeln der Logik konnen auch genutzt werden, um mittels bereits als wahr
nachgewiesener Aussageformen Schlussfolgerungen auf neue Gesetzméfigkeiten ziehen zu
konnen. Auf diese Art gewonnene Lehrsétze (auch “Theoreme” oder kurz “Sétze” genannt)
stellen das Grundgeriist der mathematischen Theorie dar.

Neben bereits bekannten Lehrsidtzen werden auch so genannte Definitionen genutzt, um
neue Satze beweisen zu konnen. Beim Definieren wird ein Begriff durch die Festlegung

" In Zusammenhang mit den Quantoren 3 und V stellt der folgende Doppelpunkt : eine Kurzschreib-
weise fiir “so dass gilt:” beziehungsweise “gilt:” dar.

8 Auch kombinierte Quantifizierungs-Aussagen sind moglich, beispielsweise “Fiir jeden Menschen m
existiert ein Tag ¢, so dass die Aussageform A(m,¢) erfiillt ist: m hat am Tag ¢ Geburtstag”. Als Kurzform
kann fiir diese (wahre) Aussage Vm 3t: A(m,t) geschrieben werden.




wesentlicher, gemeinsamer Merkmale eindeutig bestimmt und von anderen Begriffen un-
terschieden. Definitionen sind weder wahr noch falsch, sie dienen vielmehr als Abkiir-
zungen fiir unhandliche Formulierungen. Als Definitionszeichen fiir mathematische Terme
verwendet man das Zeichen :=, eine Kurzschreibweise fiir “ist nach Definition gleich”.

Fiir die eigentlichen “Beweise” sind u.a. folgende aussagenlogische Schlussregeln moglich:

e Schlussfolgerung aus einer Implikation: Gilt eine Aussage A; und ist die Im-
plikation A; = A, wahr, so ist auch As eine wahre Aussage. Kurz formuliert ist
somit der aussagenlogische Ausdruck [A; A (A = Ay)] = A, allgemeingiiltig.

e Schlussfolgerung aus einer Negation: Der aussagenlogische Ausdruck
—(-A4) = A ist allgemeingiiltig. Eine Aussage kann somit bewiesen wer-
den, indem man die Negation der Aussage widerlegt.

Bei direkten Beweisen wird, ausgehend von giiltigen Voraussetzungen und unter Verwen-
dung von zuldssigen Schlussregeln, nach endlich vielen Schritten direkt auf die Behaup-
tung gefolgert. Bei indirekten Beweisen hingegen wird die Negation der Behauptung zu
den Voraussetzungen hinzugenommen.

Die vollstindige Induktion

Die vollstédndige Induktion ist ein hiufig genutztes Verfahren zum direkten Beweisen einer
Aussage. Die logische Schlussfolgerung beruht dabei auf drei Schritten:

1. Mit dem “Induktionsanfang” wird gezeigt, dass eine Aussageform A(z) fiir ein (be-
liebig wihlbaren) Wert © = n giiltig ist.

2. Die “Induktionsannahme” besteht darin, dass die Aussageform A(x) fiir ein bestimm-
tes n giiltig ist.

3. Mit dem “Induktionsschluss”, einem “Beweis im Beweis”, wird gezeigt, dass aus der
Giiltigkeit der Aussage A(n) auch die Giiltigkeit der Aussage A(n + 1) folgt, in
Kurzschreibweise A(n) = A(n + 1).

Beispiel:

e Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion soll bewiesen werden, dass fiir alle natiirlichen
Zahlen n gilt:

n-(n+1)

1424+...+n= 5

1. Induktionsanfang: Fiir ng = 1 gilt:

1.2
l=—=1 V
2
2. Induktionsannahme: Fiir eine beliebige Zahl ng gilt die Aussageform
. 1
L2t g = "0 0t D

3. Induktionsschluss: ng = ng + 1




ng - <n0+ 1)

1+2+...+no+(no+1)= 5

+(n0—|—1)

(no+1) - (no +2)

-(n0+2)=

1
2
B 2
Aus der Richtigkeit der Aussageform fiir ny folgt somit auch die Richtigkeit der

Annahme fiir ng + 1. Somit ist die Aussageform fiir alle n > 1 wahr.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.




Mengenlehre

Mengen und ihre Eigenschaften

Der Begriff “Menge” wurde erstmals von Georg Cantor benutzt. Er bezeichnete damit eine
“Zusammenfassung von bestimmten, klar unterscheidbaren Objekten unserer Anschauung
und unseres Denkens zu einem Ganzen.”

Eine Menge (Kurzschreibweise: M) hat damit folgende Eigenschaften:'

Eine Menge ist genau dann festgelegt, wenn sich von allen Objekten festlegen ldsst,
ob sie zur Menge gehoren oder nicht.

Ein Objekt darf nicht mehrfach in der Menge enthalten sein.

Die in einer Menge enthaltenen Objekte werden als Elemente bezeichnet.

Beispiele:

Die Teilnehmer eines bestimmten Lehrgangs sind wohlunterschiedene Objekte un-
serer Anschauung, sie bilden also eine Menge.

Die natiirlichen Zahlen sind wohlunterschiedene Objekte unseres Denkens und bilden
somit eine Menge.

Die abstrakten Objekte 2, v/4, %, % bilden eine einelementige Menge, da sie unter-
einander gleich sind.

Die Menge der Primzahlen enthélt unendlich viele Elemente.

Die umgangssprachlichen Bezeichnungen: “eine Menge Geld”, “eine Menge Wasser”
usw. werden in der Mathematik nicht als Mengen angesehen, da sich nicht genau
angeben lasst, welche Objekte dazugehoren.

Als Variablen fiir Mengen werden Grofbuchstaben, als Variablen fiir Elemente einer Men-
ge Kleinbuchstaben verwendet. M ist eine Menge, wenn fiir jedes konkrete oder abstrakte

! Genaugenommen lassen sich, wenn man den Begriff “Menge” nicht genauer fasst, paradoxe Aussagen
formulieren. Am bekanntesten ist die Russelsche Antinomie:

“Gibt es eine Menge, die nur Elemente enthélt mit der Eigenschaft, dass sie in keiner Menge
enthalten sind?”

Durch eine Formulierung von bestimmten Bedingungen, die jede Menge erfiillen muss, konnten die
Mathematiker Ernst Zermelo und Abraham Adolf Friankel im Jahr 1930 eine widerspruchsfreie Mengen-
lehre einfiihren. Fiir die meisten alltaglichen Mathematik-Aufgaben geniigt allerdings der urspriingliche
Mengenbegriff.
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Objekt x der Satz “x € M” eine wahre oder falsche Aussage ist. Gehort zu einer Menge
kein konkretes oder abstraktes Objekt, so wird sie als leere Menge bezeichnet und mit
dem Symbol () dargestellt.

Die mathematische Kurzschreibweise x € M bedeutet, dass das Element x in der Menge
M enthalten ist. Ist dieser Satz

e fiir alle = falsch, so ist Ml eine leere Menge,
e fiir endlich viele x wahr, so ist M eine endliche Menge,
e fiir unendlich viele x wahr, so ist Ml eine unendliche Menge.

Ist ein Element z nicht in der Menge M enthalten, so schreibt man = ¢ M.

Darstellung von Mengen

Mengen lassen sich auf verschiedene Arten angeben:

e Aufzihlende Form: Die Symbole der Objekte werden in geschweiften Klammern,
durch Komma getrennt, aufgelistet.

Beispiele:
- M, ={1,2,3,...}
— My = {a,b,c,d}

e Kennzeichnende Form: In der geschweiften Klammer wird eine Regel aufge-
schrieben, anhand derer festgelegt ist, ob ein bestimmtes Element zur Menge
gehort oder nicht.

Beispiel:
— M3 = {x | x ist eine Primzahl}

Die Schreibweise Ml = {z|A(z)} bedeutet somit, dass genau dann z € M gilt,
wenn die Aussageform A(x) wahr ist.

e Mengendiagramme: Die Elemente der Menge werden innerhalb einer geschlosse-
nen Kurve dargestellt (“Venn-Diagramm?)

M

Abb. 1: Beispiel eines Venn-Diagramms.
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Mengengleichheit

Zwei Mengen M; und M, sind gleich, wenn jedes Element von M auch Element von My
ist, in Kurzschreibweise Ml; = M.

M1:M2 <~ (M1CM2/\M2CM1)

Teilmenge und Obermenge
Sind alle Elemente der Menge M; auch Elemente der Menge M, so ist M; eine Teilmenge
von M, in Kurzschreibweise My C M. Hierbei gibt es zwei Moglichkeiten:

e M, heifst echte Teilmenge von M,, wenn M; C M, gilt und My mindestens ein
Element besitzt, das nicht zu M gehort.

e M heifst unechte Teilmenge von My, wenn M; C My gilt und M, kein Element
besitzt, das nicht zu M; gehort — es gilt M; = M.

M, cM, & (zeM;=xeM,)

In beiden Fillen wird die Menge M, die auch alle Elemente von M; enthilt, als Ober-
menge von M bezeichnet.

Beispiel:
o M) ={3,5 7}, My ={1,3,5,7,9} = M, C M,

Abb. 2: Venn-Diagramm einer Teilmenge.

Mengenoperationen

Die Schnittmenge

Unter der Schnittmenge zweier Mengen M; und M, versteht man die Menge aller Objekte,
die sowohl zu M als auch zu My gehdren, in Kurzschreibweise My N M.

r € M; NM, <— xeM; Az e M,

Beispiel:

12



RO

M; N My

Abb. 3: Venn-Diagramm einer Schnittmenge.

[ ) Ml:{]_, 3, 5}, Mz:{57 7’ 9} = MlmMzz{E)}

Nach dem gleichen Prinzip ldsst sich auch die Schnittmenge mehrerer Mengen bilden.
Mengen, die keine gemeinsamen Elemente haben, werden als disjunkte oder elemente-
fremde Mengen bezeichnet.

Die Vereinigungsmenge

Die Menge aller Objekte, die zu mindestens einer der Mengen M; oder My gehdren, heifst
Vereinigungsmenge von M; und M, in Kurzschreibweise: M; U M.
reM UM, <= zxzeM;VzreM,
Beispiel:
e M; ={1,3,5}, My ={5,7,9} = MyuM, ={1, 3,5,7, 9}

M@3@7 91\412

M; UM,

Abb. 4: Venn-Diagramm einer Vereinigungsmenge.

Nach dem gleichen Prinzip ldsst sich auch die Vereinigungsmenge mehrerer Mengen bilden.

Die Differenz- und Komplementirmenge

Die Menge aller Objekte, die zu M; gehéren, ohne zugleich auch zu M, zu gehdren, heifst
Differenzmenge (oder auch Restmenge) der Mengen M; und My, in Kurzschreibweise
M\ M.

I’GMl\Mg e $€M1AZL‘¢M2
Beispiel:
L4 Ml - {]-7 37 57 77 9}7 M2 = {77 9} = Ml \M2 - {1’ 3’ 5}

Die Komplementidrmenge M einer Menge M, ist diejenige Menge beziiglich einer Ober-
menge M, deren Elemente zwar zu M, aber nicht zu M gehoéren. Somit gilt M} = M\ M.
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M My
(EDID

M; \ M,

Abb. 5: Venn-Diagramm einer Differenzmenge.

Die Produktmenge

Die Produktmenge (auch Kreuzmenge oder kartesisches Produkt) der Mengen M und
M ist die Menge samtlicher geordneter Paare, die mit den Elementen der Menge M; (an
erster Stelle) und denen der Menge My (an zweiter Stelle) gebildet werden kénnen, in
Kurzschreibweise M; x Ms:?

(x,y) e My xMy <= zeM;AyeM,

M, M, x My
() ((1,9) 3.9 (59) (7.9) (9,9))
71w 67 67 77 97)
511 (15) 35) (55) (7.5 (9,5)
311 (13) 3.3) (53) (7.3) (9,3)
ey ey 6 @y o)

Abb. 6: Venn-Diagramm einer Produktmenge.

Ordnet man die Elemente von M; als Punkte eines Zahlenstrahls und die Elemente von
M, auf einem dazu senkrecht stehenden Zahlenstrahl an, dann stellen sich die Elemen-
te (zi, y;) von M x My als Punkte der Ebene dar, die von den beiden Zahlenstrahlen
aufgebaut wird. Fiihrt man diesen Gedanken fort, so findet man, dass alle Punkte einer
ry-Koordinatenebene mit z € R und y € R durch die Elemente von R? = R xR dargestellt
werden kénnen.

2 Ein Element (z,y) einer Produktmenge ist nicht mit einer Menge {z,y} zu verwechseln. Wihrend
in letzterer die Reihenfolge von x und y keine Rolle spielt, d.h. {z,y} = {y,z} gilt, sind zwei Elemente
einer Produktmenge nur gleich, wenn ihre Komponenten paarweise gleich sind, wenn also gilt:

(z1, y1) = (T2, Y2) & (1 = 22) A (Y1 = ¥2)
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Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Fiir Mengenverkniipfungen gelten dhnliche Rechenregeln wie beim Rechnen mit Zahlen.
Es gilt:

e Kommutativgesetz:

M; N My = My N My
M1UM2:M2UM1

o Assoziativgesetz:®

Ml N (Mg ﬂM3) - (Ml OMQ) mMg
Ml U (M2 UMs) - (Ml UMQ) UMg

e Distributivgesetz:*

Ml N (M2 U M;}) == (Ml N MQ) U (Ml N M3)
M; U (My N M3) = (M; UMs) N (M; UMs;)

Zusétzlich gilt fiir beliebige Mengen:

M\ (Ma UM;) = (My \ M) N (M \ Ms)
M\ (Mz N M) = (M; \ M) U (M \ M)

Ml X (Mg U Mg) = (Ml X Mg) U (Ml X M3)
Ml X (M2 N Mg) = (Ml X MQ) N (Ml X Mg)

Fiir Verkniipfungen mit der leeren Menge () gilt:

MU =M
MNQ=0
M\ =M
P\M =10

3 Da hierbei die Reihenfolge der Zusammenfassung beliebig ist, kann auf die Klammern verzichtet
werden.

4 Genau genommen entspricht die obige Darstellung nur der “linksseitigen” Distributivitiit. Fiir zwei
Mengen gilt jedoch ebenso die “rechtsseitige” Distributivitét:

(M2 U Mg) NM; = (Ml n Mg) U (M1 n M3)
(M N M) UM, = (M UMa) N (M; U M)

Gelten sowohl die linksseitige wie auch die rechtsseitige Distributivitét, wird allgemein von “Distributivi-
tit” gesprochen.
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Die Machtigkeit von Mengen

Haben zwei endliche Mengen M; und M, die gleiche Anzahl an Elementen, so bezeichnet
man M; und My als gleichméchtig. Die Anzahl A aller Elemente einer endlichen Menge
M wird auch Kardinalzahl genannt.

Die Abzihlbarkeit

Die Méichtigkeit von unendlichen Mengen wird an der Menge der natiirlichen Zahlen
N = {0, 1, 2, ...} gemessen. Lisst sich jedes Element einer Menge M in eindeutiger
Weise einem Element aus N zuordnen, so wird die Menge M als abzdhlbar bezeichnet; die
Elemente von M lassen sich also mit Hilfe der natiirlichen Zahlen “numerieren”.

Beispiel:

e Jeder Zahl n aus der Menge der natiirlichen Zahlen N kann durch die Zuordnung
2 - n eine geradzahlige natiirliche Zahl zugeordnet werden. Die (unendliche) Menge
der geradzahligen natiirlichen Zahlen ist somit ebenfalls abzihlbar.

Ist eine Menge nicht abzdhlbar, wie beispielsweise die Menge R der reellen Zahlen, so wird
sie iiberabzéhlbar genannt.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

Abbildungen, Funktionen, Relationen und Operationen

Abbildungen

Unter einer Abbildung F' aus einer Menge M in eine Menge My versteht man eine Teil-
menge der Produktmenge M x M.

FQM1XM2

F' ist somit eine Menge von geordneten Paaren (z,y) mit € M und y € My. Man sagt,
dass durch die Abbildung F' das Element y dem Element x zugeordnet wird.! Die Mengen
M; und M kénnen auch gleich sein.

Beispiel:

e Durch eine Abbildung F' C R x R kann beispielsweise jeder reellen Zahl x ihre
Quadratzahl 22 zugeordnet werden. Es ist dann (z,2?%) € F fiir alle x € R.

Die Menge aller x € M, fiir die ein y € M existiert, nennt man Definitionsbereich der
Abbildung; entsprechend nennt man die Menge aller y € My, fiir die ein zugehoriges
x € M existiert, Wertebereich der Abbildung.

! In diesem Zusammenhang wird x auch als “Urbild” von y beziehungsweise y als “Bild” von x.
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Abb. 7: Beispielhaftes Venn-Diagramm einer Abbildung.
Inverse Abbildung

Unter einer inversen Abbildung Fy (auch “Umkehrabbildung” genannt) versteht man die
Menge aller geordneten Paare (y, z), fir die (z,y) € F gilt.

Der Definitionsbereich der inversen Abbildung ist der Wertebereich der urspriinglichen
Abbildung und umgekehrt; die inverse Abbildung der inversen Abbildung ist mit der
urspriinglichen Abbildung identisch.

Verkettung von Abbildungen

Es sei F; eine Abbildung von M in My und F3 eine Abbildung aus M, in M. Ei-
ne Abbildung F3 = F; o Fy (gelesen: “Fy verkettet mit Fy”) wird dann als Verkettung
(Hintereinanderausfithrung) bezeichnet, wenn fiir alle geordneten Paare (z,y) € F; und
(y,z) € Fy gilt: (z,2) € F.

Allgemein gilt fiir Verkettungen von Abbildungen zwar das Assoziativgesetz nicht, die
Reihenfolge der Abbildungen ist also nicht vertauschbar; jedoch gilt das Assoziativ-Gesetz
in folgender Form:

F3 o) (FQ OFl) = (Fg ¢ FQ) OFl
Fiir eindeutige Abbildungen (Funktionen) ist folgende Darstellung tiblich:

(f20 f1)(x) = fa fi(x))

Man nennt dabei die Funktion f; die innere Funktion und fy die dufere Funktion der
Verkettung. Somit ist die Reihenfolge der Verkettung (“ f, nach f,”) gut erkennbar.

Beispiel:
e Esseiz = fo(y) = \/ysowiey = fi(z) = 2 +1. Somit gilt z = fo(fi(z)) = Va2 + 1.

Funktionen

Eine Abbildung f aus M; in M, heifit eindeutig, wenn jedem = € M; hochstens ein y € M,
zugeordnet wird. Eine derartige Abbildung f wird Funktion genannt; man bezeichnet sie
im Allgemeinen mit einem kleinen lateinischen Buchstaben.
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Jedem x im Definitionsbereich von f wird somit genau ein Wert y € M, zugeordnet. Der
Mathematiker Leonhard Euler hat hierfiir die Schreibweise y = f(x) eingefiihrt. Dabei
wird die Variable x als Argument der Funktion f bezeichnet, y = f(x) wird Funktionswert
genannt.

Zwei Funktionen sind gleich, wenn sie fiir jedes © € M den gleichen Funktionswert y € M
liefern, also fi(z) = fo(z) fiir alle x € M gilt.

Ist auch die inverse Abbildung fy(x) einer Funktion f(x) eindeutig, so nennt man die
Funktion f(z) (eindeutig) umkehrbar; die Funktion fy(x) wird entsprechend als Um-
kehrfunktion bezeichnet. Sie entspricht der Menge an geordneten Paaren (y, x), fiir die
(xz,y) € f gilt. Auch in diesem Fall ist der Definitionsbereich der Umkehrfunktion der
Wertebereich der urspriinglichen Funktion und umgekehrt.

Funktionen sind insbesondere in der Analysis von zentraler Bedeutung.

Relationen

Eine Relation R ist eine Abbildung aus einer Menge M in die gleiche Menge M. Von
besonderer Bedeutung sind zweistellige Relationen, also Teilmengen von M x ML

RCM x M

Wenn fiir ein geordnetes Paar (z1, z3) € R gilt, so sagt man, dass z; und z5 in der
Relation R zueinander stehen. In mathematischer Form schreibt man:

Ty R[EQ

Beispiel:
e Essei M = {1, 2, 3, 4} und R die “Kleiner als”-Relation < . Dann gilt:

1<2;1<3;1<4;2<3;2<4;3<4

Alle durch die “Kleiner als”-Relation verkniipften Zahlen lassen sich als geordnete
Paare darstellen:

R=1{(12), (1,3), (14), (2,3), (2,4), (3,4)} C M x M

Nach dem gleichen Prinzip lassen sich auch drei- und mehrstellige Relationen bilden,
beispielsweise “x liegt zwischen y und 2.2 Dariiber hinaus gelten auch fiir Relationen
die allgemeinen Eigenschaften von Abbildungen; beispielsweise kann eine Relation R mit
(1, x2) € R durch Bildung der entsprechenden Paare (z2, 1) € Ry invertiert werden.
Ebenfalls lassen sich zwei Relationen R; und R, zu einer einzigen Relation Ry o Ry ver-

ketten.

% Eine n-stellige Relation entsprechend eine Teilmenge M™ = M x M x ... x M.
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Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitat

Verschiedene Relationen lassen sich hinsichtlich drei charakteristischer Eigenschaften un-
terscheiden:

e Reflexivitit: Eine Relation R in einer Menge M heifst reflexiv, wenn jedes x € M
in Relation zu sich selbst steht, also fiir alle x gilt: (z,2) € R

Beispiele:

— Die “Kleiner/Gleich™Relation < ist fiir die Menge R der reellen Zahlen
reflexiv, denn es gilt z < z fiir alle x € R:

— Die “Kleiner”-Relation < ist, ebenfalls bezogen auf die Menge R der reellen
Zahlen, nicht reflexiv.

e Symmetrie: Eine Relation R in einer Menge M heifit symmetrisch, wenn fiir alle
x1, o € M aus dem Zutreffen von R auf (z1, z5) auch das Zutreffen von R auf
(w9, z1) folgt.?

Beispiel:

— Fiir alle Geraden g; und g, ist die Relation “g; steht senkrecht auf g5”
symmetrisch.

e Transitivitédt: Eine Relation R in einer Menge M heifit transitiv, wenn fiir alle
x1, T2, x3 aus dem Zutreffen von R auf (1, z2) und dem Zutreffen von R auf
(22, 3) auch das Zutreffen von R auf (z1, z3) folgt.

Beispiel:

— Die Kleiner-Relation < fiir reelle Zahlen ist transitiv, denn gilt fiir je drei
beliebige reelle Zahlen x; < x5 sowie x9 < x3, so gilt ebenfalls x1 < x3.

Eine weitere wichtige Eigenschaft vieler Relationen ist die so genannte “Linearitét”. Eine
Relation R in einer Menge M heifst linear, wenn entweder x1 R x5 oder x5 R x; gilt. Ein
Beispiel hierfiir ist die “Kleiner-Gleich™Relation < fiir reelle Zahlen R, denn es gilt fiir
alle 1, xo9 € R stets entweder x1 < x5 oder zy < x4.

Ordnungs- und Aquivalenzrelationen

Zwei Relationstypen sind in der Mathematik von besonderer Bedeutung:
1.: Ordnungsrelationen:

Es gibt verschiedene Ordnungsrelationen; sie haben gemeinsam, dass sie transitiv sind,
unterscheiden sich jedoch in ihren weiteren Eigenschaften.

Beispiel:

3 Folgt im umgekehrten Fall aus dem Zutreffen von R auf (21, x3) das Nicht-Zutreffen von R auf
(2, x1), so nennt man die Relation antisymmetrisch.
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e Eine wichtige Ordnungsrelation ist die so genannte “reflexive Ordnung”, beispiels-
weise die “Kleiner/Gleich™Relation < fiir die reellen Zahlen. Sie ist reflexiv, anti-
symmetrisch, transitiv und linear.*

2.: Aquivalenzrelationen:

Aquivalenzrelationen sind Relationen, die sowohl reflexiv als auch symmetrisch und tran-
sitiv sind.

Beispiele:

e Die wohl wichtigste Aquivalenzrelation ist die Gleichheit-Relation = (“Identitit”)
zweier reeller Zahlen. Offensichtlich gilt fiir jede reelle Zahl z: z = x (Reflexivitit);
gilt zudem fiir zwei beliebige reelle Zahlen x1 = x5, so gilt auch x5 = 21 (Symmetrie);
gilt ferner fiir drei beliebige reelle Zahlen: z; = x5 und x5 = z3, so gilt ebenfalls
x1 = x3 (Transitivitat).

e Die Kongruenz- und Ahnlichkeits-Relation zwischen geometrischen Kérpern stellen
ebenfalls Aquivalenzrelationen dar.

Durch eine Aquivalenz-Relation wird eine Menge M in unterschiedliche Aquivalenz-
Klassen zerlegt.” Jedes Element einer solchen Klasse heikt Reprisentant der Klasse und
steht mit allen anderen Elementen der Klasse in der Relation R, es gilt also x1 R xo fiir
alle x1, x9 einer Aquivalenz—Klasse.6

Alle Repréisentanten werden als nicht voneinander verschieden betrachtet, es wird also
davon abgesehen, dass sich die Elemente einer Aquivalenz-Klasse in gewissen Eigenschaf-
ten unterscheiden. Somit sind Aquivalenzrelationen charakteristisch fiir mathematische
Abstraktionsprozesse: Eine Menge M kann mit Hilfe einer Aquivalenzrelation R in ein
System von Aquivalenz-Klassen zerlegt werden. Diese Klassen treten somit an die Stelle
ihrer Reprisentanten, die wiederum anhand ihrer entsprechenden Klasse “identifiziert”
werden.

Operationen
Durch eine (zweistellige) Operation werden Elemente (21, z2) einer Produkt-Menge M xM
in eindeutiger Weise auf je ein Element x der Menge M abgebildet. Mathematisch schreibt

man hierfiir:

r10Opzy =y oder Op(zy, 22) =y

4 Gilt die Linearitét nicht, so spricht man von einer reflexiven Halbordnung. Ein Beispiel hierfiir ist
die Teilbarkeitsrelation “nq teilt ng” fiir zwei natiirliche Zahlen.

5 Unter einer Zerlegung einer nichtleeren Menge M versteht man ein System von nichtleeren, paarweise
elementfremden Teilmengen von M mit der Eigenschaft, dass M die Vereinigungsmenge des Systems ist.

Ebenfalls existiert zu jeder Zerlegung einer nichtleeren Menge M in paarweise elementfremde Teilmen-
gen auch eine Aquivalenz-Relation R, durch die die Zerlegung von M nach R definiert ist.

6 Aquivalenz-Klassen reeller Zahlen, die durch Gleichheits-Relation gebildet werden, bestehen jeweils
aus genau einer Zahl, da jede Zahl nur mit sich selbst identisch ist. Zahlen kdnnen allerdings meist auf
unterschiedliche Arten dargestellt werden; beispielsweise gilt 2 = /4 = % =...

Allgemein kénnen Aquivalenz-Klassen beliebig viele Elemente beinhalten. Betrachtet man beispielswei-
se die Menge aller Fahrzeuge und die Relation “hat die gleiche Farbe wie”, so beinhalten die Aquivalenz-
klassen ‘“rot”, “griin”, “blau”, usw. jeweils eine grofe Anzahl an Fahrzeugen.
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Das jeweilige Zeichen Op wird dabei als Operationszeichen (oder kurz “Operator”) be-
zeichnet, z; und x5 werden Operanden genannt.’

Beispiel:

e Durch die Operation der Addition (Operationszeichen: +) werden beispielsweise
zwei natiirliche Zahlen ny, no, € N auf eine natiirliche Zahl ng = n; + ny abgebildet.

Nach dem gleichen Prinzip lassen sich auch ein- oder mehrstellige Operationen als ein-
deutige Abbildungen von Elementen (x, x5, ...) aus M x M x ... auf Elemente y € M
bilden.

Beispiele:

e Durch die einstellige Operation “Bildung von (—z)” wird jede (reelle) Zahl z auf
eine gleich grofse, negative Zahl abgebildet.

e Durch die einstellige Operation “Bildung von 17 wird jede (reelle) Zahl z # 0 auf
den Kehrwert der Zahl abgebildet.

Eine Operation nennt man wunbeschrinkt ausfiihrbar, wenn sie fiir alle Elemente
(1, T9, ...) € Mj x My x ... definiert ist; andernfalls nennt man sie beschriankt ausfiihr-
bar. Im Bereich der natiirlichen Zahlen beispielsweise ist die Addition eine unbeschrinkt
ausfiithrbare, die Subtraktion hingegen eine nur beschrinkt ausfiihrbare Operation.

Eigenschaften von Operationen

Operationen kénnen — je nach Operation und zugrunde liegender Menge — verschiedene
Eigenschaften besitzen. Im folgenden werden mogliche Eigenschaften von zweistelligen
Operationen aufgelistet, die entsprechend auch auf mehrstellige Operationen zutreffen
kénnen:

e Kommutativitit: Eine Operation Op in einer Menge M heifst kommutativ genau
dann, wenn fiir alle xy, zo € M gilt:

z1 Op 22 = 22 Op 74

Ein Beispiel fiir eine kommutative Operation ist die Addition in der Menge der
natiirlichen Zahlen.

e Assoziativitdt: Eine Operation Op in einer Menge M heifst assoziativ genau dann,
wenn fiir alle x1, x5, x3 € M gilt:

(z1 Op @) Op x3 = 1 Op (x2 Op x3)

Ein Beispiel fiir eine assoziative Operation ist die Multiplikation in der Menge
der reellen Zahlen.

e Distributivitdt: Eine Operation Op; heifst in einer Menge M (linksseitig) distri-
butiv beziiglich Op, genau dann, wenn fiir alle x1, 9, 3 € M gilt:

x1 Op; (22 Opy x3) = (21 Opy 22) Op, (21 Op; z3)

" Bei speziellen Operationen haben die Operanden eigene Bezeichnungen; im Term 2" bezeichnet man
beispielsweise x als Basis und n als Exponent.
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Ein Beispiel fiir eine distributive Operation mit den zwei Operatoren - und +
ist folgende Verkniipfung dreier reeller Zahlen x, x5, x3:

1'1'($2+1'3):l'1'£€2+$1'l’3

Algebraische Strukturen

Fasst man eine Menge M und eine Relation R zu einem geordneten Paar [M; R| zu-
sammen, so wird dadurch dargestellt, dass die Relation R in der Menge M erklért ist.
Entsprechend bedeutet [M; Op], dass in der Menge M die Operation Op erkléart ist. In
beiden Fillen spricht man von einer (algebraischen) Struktur.

Bildet man nach dem gleichen Prinzip ein geordnetes Paar
M; Ry, ..., Ry; Opy, ..., Op,], das aus einer nichtleeren “Trigermenge” M sowie
den Relationen Ry, ..., R, und den Operationen Opy, ..., Op, besteht, so spricht man

von einem (algebraischen) Bereich.

Trotz des begrifflichen Unterschieds ist es iiblich, einen Bereich und seine Trigermenge
mit dem selben Symbol darzustellen. Die wichtigsten Bereiche beziehungsweise Mengen
der allgemeinen Mathematik sind:

N: Die Menge (beziehungsweise der Bereich) der natiirlichen Zahlen
)

Z: Die Menge (beziehungsweise der Bereich) der ganzen Zahlen

Q: Die Menge (beziehungsweise der Bereich) der rationalen Zahlen

( )
R: Die Menge (beziehungsweise der Bereich) der reellen Zahlen
( )

C: Die Menge (beziehungsweise der Bereich) der komplexen Zahlen
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Arithmetik

Die Arithmetik ist die “Kunst des Zahlens”, also des Rechnens mit Zahlen. Hierzu wurden
verschiedene Zahlensysteme und Rechentechniken entwickelt. Ein kleiner, noch immer
relevanter Teil dieser Erkenntnisse ist in folgenden Abschnitten zusammengefasst.

Die Einteilung der Zahlen

Natiirliche Zahlen

Die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, ..., die zum Abzdhlen von Dingen verwendet werden, bezeich-
net man als Menge der natiirlichen Zahlen N:

N={0,1,2 3, ...} (1)

Die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Zahl 0 wird mit dem Symbol N* dargestellt.

Ordnung der natiirlichen Zahlen

Mit Hilfe der natiirlichen Zahlen kann man abzéihlen wie viele Elemente in einer Menge von
Dingen enthalten sind, beispielsweise wie viele Apfel sich in einer Kiste befinden.! Somit
ist es auch moglich, die Anzahl an Elementen zweier verschiedener Mengen zu vergleichen,
beispielsweise zu priifen, ob sich in zwei Kisten jeweils gleich viele Apfel befinden, oder in
welcher Kiste mehr Apfel enthalten sind.

Abb. 8: Der Zahlenstrahl der natiirlichen Zahlen.

Die Kisten kénnen somit geordnet, also anhand der Anzahl der darin enthaltenen Apfel
sortiert werden. Als graphische Darstellungsform wird hierfiir hdufig ein “Zahlenstrahl”
gewihlt, wobei die Zahlen ihrer Grofe nach aufsteigend von links nach rechts angeordnet
werden.

! Eine Zahl, welche die Michtigkeit einer endlichen Menge angibt, wird auch als Kardinalzahl bezeich-
net.
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Rechnen mit natiirlichen Zahlen

Jede Menge von Dingen ldsst sich durch Hinzufiigen weiterer Elemente vergrofern. Rech-
nerisch entspricht dies einer Addition zweier natiirlicher Zahlen. Das Ergebnis einer Ad-
dition wird Summe genannt.

82228 | coco — SiER

Abb. 9: Beispiel einer einfachen Addition.

Ebenso kann eine Menge an Dingen durch Herausnehmen einzelner Elemente verkleinert
werden, mit der Bedingung, dass nicht mehr Elemente aus der Menge herausgenommen
werden konnen als in ihr enthalten sind. Rechnerisch entspricht dies einer Subtraktion
zweier natiirlicher Zahlen.? Das Ergebnis einer Subtraktion wird Differenz genannt.

223 _ coo — s222a

Abb. 10: Beispiel einer einfachen Subtraktion.

Auch eine Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen ist stets mdglich; sie entspricht rech-
nerisch einer mehrfachen Ausfiihrung einer Addition. Das Ergebnis, Produkt genannt, ist
erneut durch eine natiirliche Zahl darstellbar, deren Grofe dem jeweiligen Vielfachen der
urspriinglichen Zahl entspricht.

22200
1 ssssa — 3 - aseaa
1 aaaaa

Abb. 11: Beispiel einer einfachen Multiplikation.

Eine Division zweier natiirlicher Zahlen, also ein Aufteilen einer Menge von Dingen nur
auf mehrere Posten, ergibt ein ganzzahliges Ergebnis genau dann, wenn die Anzahl der
Elemente in der Menge einem Vielfachen der Anzahl an Posten entspricht — ansonsten
bleibt ein Rest iibrig, der sich als Ganzes nicht weiter aufteilen lasst.

2 Die Subtraktion stellt somit die “Umkehrung” der Addition dar.
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Ganze Zahlen

Um auch ein Fehlen an Dingen zahlenmifig darzustellen, reichen die natiirlichen Zahlen
nicht aus. Die Menge der natiirlichen Zahlen N ldsst sich jedoch zur Menge der ganzen
Zahlen 7 erweitern.

Die ganzen Zahlen als Obermenge der natiirlichen Zahlen

Alle natiirlichen Zahlen sind als Teilmenge in der Menge der ganzen Zahlen Z enthalten.
Zusétzlich kommt fiir jede natiirliche Zahl eine entsprechende negative “Gegenzahl” hinzu,
die ein Fehlen des entsprechenden Wertes ausdriickt. Zur Darstellung des Falles, dass kein
Element vorhanden ist (aber auch keines fehlt), wird die Zahl Null verwendet.

Z={.., -3 -2 -1,01,2 3, ...} (2)

Die ganzen Zahlen lassen sich somit in gleicher Weise wie die natiirlichen Zahlen als
Zahlenstrahl darstellen. Dabei werden wiederum die einzelnen Zahlen ihrer Grofse nach
aufsteigend von links nach rechts geordnet.

Abb. 12: Der Zahlenstrahl der ganzen Zahlen.

Waéhrend bei negativen Zahlen das Minus-Zeichen stets dazu geschrieben werden muss,
kann bei positiven Zahlen das Plus-Zeichen weggelassen werden.

Rechnen mit ganzen Zahlen

Durch die Erweiterung der natiirlichen Zahlen um die negativen Zahlen kann mit Hilfe der
ganzen Zahlen nicht nur jede Addition und Multiplikation, sondern auch jede Subtraktion
uneingeschrankt ausgefiihrt werden.

o e
5 -4-3-2-1012 3 45
3—5H=-2

Abb. 13: Beispiel einer Subtraktion am Zahlenstrahl.

Eine veranschaulichende Darstellung von negativen Zahlen ist nicht unmittelbar moglich,
da die Anzahl an Elementen einer Menge stets grofer oder gleich Null ist — vielmehr lassen
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sich negative Zahlen als Mengenanzahlen auffassen, die entsprechend grofse positive Men-
genanzahlen auszugleichen vermdgen — so wie ein Haufen Erde ein entsprechend grofses

Erdloch ausfiillen kann.

Abb. 14: Bildliche Darstellung einer Subtraktion ganzer Zahlen.

Als Einschrinkung bleibt jedoch auch im erweiterten System der ganzen Zahlen bestehen,
dass eine Division zweier Zahlen nur dann maoglich ist, wenn die erste Zahl (der Dividend)
ein ganzzahliges Vielfaches der zweiten Zahl (des Divisors) ist — ansonsten bleibt bei der
Division ein nicht weiter teilbarer Rest iibrig.

Rationale Zahlen

Rationale Zahlen (manchmal auch “Bruchzahlen” genannt) stellen eine Erweiterung des
Zahlenbereichs der ganzen Zahlen dar, um auch eine allgemeine Division zweier (oder
mehrerer) Zahlen zu erméglichen.

Die rationalen Zahlen als Obermenge der ganzen Zahlen

Alle ganzen Zahlen sind als Teilmenge in der Menge der rationalen Zahlen @Q enthalten.
Zusatzlich kommen als weitere Elemente alle Zahlen hinzu, die sich als Bruch zweier ganzer
Zahlen m und n darstellen lassen:

Q:{%|z,n€Zundn7§0} (3)

Die Zahl z oberhalb des Bruchstrichs wird Zahler genannt, die Zahl n unterhalb des
Bruchstrichs als Nenner des Bruchs bezeichnet. Die einzige Bedingung liegt darin, dass
nicht durch Null geteilt werden darf, also n # 0 sein muss.”

3 Eine Division durch n = 0 ist grundsitzlich unméglich:

e Giibe es eine rationale Zahl ¢ = Z mit n = 0 und 2 # 0, so miisste ebenfalls ¢-n = ¢-0 = 2 gelten.
Es gilt jedoch fiir jede beliebige Zahl ¢ - 0 = 0 und somit ¢ - 0 # z.

e Im Fall n =0 und z = 0 wiirde zwar q-n = ¢ -0 = 0 = z gelten. Hierbei wire allerdings ¢ nicht
eindeutig bestimmt, da ¢ - 0 = 0 auf jede beliebige Zahl zutrifft.
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Auch die rationalen Zahlen lassen sich ihrer Grofe nach als Zahlengerade anordnen; die
ganzen Zahlen sind dabei als Teil der rationalen Zahlen an den entsprechenden Stellen
eingebettet.*

A

1 9 1,2 7 18
% 1 T3zT5 T§ T7T
| | Ll | | | ,

1 | T | | T
01 2 3 4 5

Abb. 15: Der Zahlenstrahl der rationalen Zahlen.

Die rationalen Zahlen liegen “dicht” beieinander, in den “Liicken” zwischen je zwei ganzen
Zahlen treten also jeweils unendlich viele als rationale Zahlen darstellbare Werte auf.
Anschaulich kann man sich dies dadurch erkléren, dass beispielsweise jeder natiirlichen
Zahl n ein Kehrwert % zugeordnet werden kann, fiir den gilt:
1
n

<1 firalle neZ

Betragsmifig gilt das gleiche auch fiir Kehrwerte von negativen Zahlen; hierbei muss
lediglich das Vorzeichen beachtet werden.”

Erweitern und Vereinfachen von Bruchzahlen

Eine Besonderheit rationaler Zahlen ist es, dass sich ein und die selbe Zahl ¢ durch mehrere
gleichwertige Briiche darstellen ldsst. Es gilt:

Z1 22
—=—=falls ny-2z9=n9-21
m N2

Allgemein kann jede Bruchzahl ¢ = Z in eine andere, gleich groke Bruchzahl umgeformt

werden, indem man sowohl den Zahler z als auch den Nenner n mit einer beliebigen ganzen
Zahl multipliziert. Diese in der Praxis haufig vorkommende Methode wird als “Erweitern”
einer Bruchzahl beziehungsweise eines Bruches bezeichnet.

Beispiele:

4 Die ganzen Zahlen kénnen als so genannte “Scheinbriiche” aufgefasst werden, d.h. Briiche, deren
Nenner n gleich eins ist; fiir jede ganze Zahl z gilt somit:

z= -
1

Ein Scheinbruch liegt ebenfalls vor, wenn der Zahler z ein ganzzahliges Vielfaches n - z des Nenners n ist:
n-z

z = —
n

® Das Minus-Zeichen einer negativen rationalen Zahl wird fiir gewthnlich vor den Bruchstrich ge-
schrieben. Es ist allerdings genauso richtig, stattdessen entweder den Zihler oder den Nenner mit einem
Minus-Zeichen zu versehen:

z —Z z

n n —-n

Tragen sowohl Zahler als auch Nenner ein Minus-Zeichen, so ist der Wert des Bruches positiv.

27



Abb. 16: Darstellung von Stammbriichen (1/n, n € N) anhand eines Tortendiagramms.

e Anlésslich einer Feier mochte man Tortenstiicke verteilen. Soll beispielsweise ein
Gast ein Viertel einer Torte bekommen, so kann man dieses ebenso gut halbieren
und somit zwei Achtel-Stiicke servieren.

N o
ool —

Abb. 17: Kiirzen und Erweitern (i = %) am Beispiel eines Tortendiagramms.

e Die wohl am haufigsten genutzte Umrechnung bezieht sich auf die Umrechnung
einer Bruchzahl ¢ < 1 in eine wertgleiche Angabe mit dem Nenner 100
(“Einhundertstel” beziehungsweise “Prozent” genannt).

Ist z.B. ¢ = %, so konnen Zihler und Nenner um den Faktor 25 erweitert werden,
und man erhalt:

1 1-25 25

4 4-25 100
Somit entspricht der Bruch i der Dezimalzahl 0, 25 beziehungsweise der Prozentan-
gabe 25%.

Im umgekehrten Fall kann eine Bruchzahl, deren Z&hler und Nenner (mindestens) einen
gemeinsamen Faktor besitzen, zu einer wertgleichen rationalen Zahl vereinfacht werden,
indem der gemeinsame Faktor gekiirzt wird (beziehungsweise die gemeinsamen Faktoren
gekiirzt werden).

Beispiel:
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e Bei der Bruchzahl % enthalten sowohl der Zéhler als auch der Nenner den gemein-
samen Faktor 5. Dieser kann “gekiirzt” werden:

15 35 3

20 4-5 4

e Bei der Bruchzahl % lasst sich der Zahler als Produkt der Faktoren 2-3-5, der Nenner
als 2-2-3-5 darstellen. Es konnen somit die Faktoren 2, 3 und 5 (beziehungsweise

der Faktor 2 -3 -5 = 30) gekiirzt werden:
30  2-3-5 1
60 2-2-3-5 2
Derartige Umrechnungen werden beispielsweise bei Zeitangaben genutzt (eine “hal-
be” Stunde usw).

Runden von Bruchzahlen

Jede rationale Zahl kann durch einen ganzzahligen Anteil und einen Restbruch dargestellt
werden, dessen Wert kleiner als eins ist. Soll dieser Restbruch ebenfalls als Dezimalzahl
angegeben werden, so konnen zwei unterschiedliche Fille auftreten:

e Manche Bruchzahlen lassen sich als Dezimalzahl mit endlich vielen Nachkomma-
Stellen darstellen.

Beispiel:
L _ 0,0625
16

e Manche Bruchzahlen entsprechen einer Dezimalzahl mit einer endlichen Periode. Bei
derartigen Zahlen wiederholen sich ab einer bestimmten Stelle eine oder mehrere
Nachkomma-Stellen unendlich oft.

Beispiele:
% =0,33=0,3333...

T
= =0, 142857 = 0, 142857 142857 ..

Bei der Rechnung mit Dezimalzahlen kann stets nur eine endliche Zahl an Nachkomma-
Stellen beriicksichtigt werden; rationale Zahlen werden daher entsprechend einer ge-
wiinschten Genauigkeit gerundet. Diese Genauigkeit wird durch die Angabe einer be-
stimmten Anzahl an “zéhlenden” Ziffern, also Ziffern aufser am Anfang oder am Ende
stehenden Nullen, festgelegt.

Beispiele:
78255 300, 00

L 1
10 zihlende Ziffern

0, 000 420 800
[T

6 zdhlende Ziffern
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Ubermiifig viele zihlende Ziffern tiuschen bei Ergebnissen von Messungen oder Schiit-
zungen eine nicht gerechtfertigte Genauigkeit vor. Um dies zu vermeiden, werden die
jeweiligen Zahlen auf- beziehungsweise. abgerundet. Hierzu werden zunéchst die iiberfliis-
sigen Ziffern durch Nullen ersetzt. Anschliefend wird die letzte nicht iiberfliissige Ziffer
entweder um eins erhéht (“Aufrunden”, falls die erste iiberfliissige Ziffer > 5 ist) oder
unverdndert gelassen (“Abrunden”).

Bei physikalischen Gréfen wird anhand der Anzahl der zdhlenden Ziffern implizit auch
die Messgenauigkeit angegeben. Beispielsweise weist eine Lingenangabe von 2,170 m auf
eine Messgenauigkeit im Millimeter-Bereich hin, wihrend eine Angabe von 2,17m nur
eine Messgenauigkeit im Zentimeter-Bereich bedeutet.’

Um zu grofse Rundungsfehler zu vermeiden, sollte allerdings bei jeder Rechnung auf ein
frithzeitiges Runden verzichtet und das Runden stattdessen erst am Ende (im Ergebnis)
durchgefiihrt werden.

Rechnen mit rationalen Zahlen

Durch die Verwendung rationaler Zahlen lassen sich alle vier Grundrechen-Operationen —
abgesehen von der Division durch Null — uneingeschrankt ausfiihren und beliebig mitein-
ander kombinieren:

e Die Addition zweier rationaler Zahlen ¢; und ¢, ist definiert als:

21 29 21 Mg Z9 - M 21+ MNog + 29 - Ny
Qtg=—+—= + =
ny No ni - na Ng -1y ni - na

Um zwei rationale Zahlen ¢; und ¢ zu addieren, miissen sie zunichst auf einen
gemeinsamen Nenner n; - ny gebracht werden. Beide Zahlen werden hierzu jeweils
mit dem Nenner der anderen Zahl erweitert; anschliefend werden die (erweiterten)
Zéhler z; - ny und zy - n; miteinander addiert und auf den gemeinsamen Nenner
geschrieben.

e Die Subtraktion zweier rationaler Zahlen funktioniert nach dem gleichen Prinzip wie
die Addition, es sind lediglich die Plus-Zeichen durch Minus-Zeichen zu ersetzen:

21 zZ9 21 N2 Z9 - 1Ny Z21°MNg — 221

g — 4= —— — = - =
ni no ni - no ng -1y ni-n2

e Die Multiplikation zweier rationaler Zahlen ¢; und ¢ ist definiert als:

21 22 21 22

qi - qz2 = : =
ny N2 ny-ng

Um zwei rationale Zahlen ¢; und ¢, miteinander zu multiplizieren, werden beide
Zahler z; und z; miteinander multipliziert und das Ergebnis z; - zo auf den gemein-
samen Nenner n, - ny geschrieben.

6 In der Physik richtet sich die Genauigkeitsangabe stets nach der ungenauesten Messung; die An-
zahl an zdhlenden Ziffern des Ergebnisses ist also immer gleich der Anzahl der zdhlenden Ziffern der
ungenauesten Messung beziehungsweise Mafangabe.
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e Die Division zweier rationaler Zahlen ¢; = Z—ll und ¢ = 2—22 entspricht einer Multipli-
kation der ersten Zahl (des Dividenden) mit dem Kehrbruch der zweiten Zahl (des
Divisors). Die Division erfolgt somit nach dem gleichen Prinzip wie die Multiplika-
tion, nur miissen Zahler und Nenner der zweiten Zahl vertauscht werden:

G _m m_A T am

q2 ny ng ny 22 ny - 22

Weitere Hinweise zum Rechnen mit rationalen Zahlen sind im Abschnitt Bruchrechnung
beschrieben.

Reelle Zahlen

Eine Vielzahl an mathematischen Problemen kann nicht mit Hilfe der rationalen Zahlen
gelost werden. Beispielsweise gibt es keine rationale Zahl x, welche die Gleichung x? = 3
16st; ebenso gibt es keine rationale Zahl, die das Verhéltnis d/l aus der Diagonale eines
Quadrates und seiner Seitenldnge beziehungsweise das Verhéltnis u : d aus dem Umfang
v und dem Durchmesser d eines Kreises ausdriicken kénnte. Um derartige “Méngel” zu
beseitigen, ldsst sich der Bereich der rationalen Zahlen zum Bereich der reellen Zahlen
erweitern.

l

Abb. 18: Anschauliche Beispiele fiir v/2 und 7 als irrationale Zahlen.

Die neu hinzukommenden Zahlen, beispielsweise v/2, m oder sin 20, werden dabei als “ir-
rationale” Zahlen bezeichnet. Sie lassen sich zwar ihrem Wert nach in den Zahlenstrahl
einordnen, lassen sich jedoch durch keine rationale Zahl ausdriicken und besitzen in der
Darstellung als Dezimalzahl unendlich viele, nicht periodische Nachkommastellen.

Fiir zwei besonders wichtige reelle Zahlen werden spezielle Symbole benutzt:

e Die Zahl m = 3,141592653589 . .. wird als “Kreiszahl” bezeichnet. Sie gibt den Zu-
sammenhang zwischen dem Durchmesser d und dem Umfang u eines Kreises an:

u=1m-d

e Die Zahl e = 2, 718281828459 . .. wird als “Eulersche Zahl” bezeichnet. Sie ist in Ver-
bindung mit Ezponentialfunktionen und Logarithmen von besonderer Bedeutung.
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Rechnen mit reellen Zahlen

Mit Hilfe der reellen Zahlen lassen sich somit nicht nur alle vier Grundrechenarten —
abgesehen von der Division durch Null — uneingeschriankt ausfithren; auch das Potenzie-
ren beliebiger und das Wurzelziehen nicht-negativer reeller Zahlen liefert stets eindeutige
Ergebnisse.

e Fiir die Potenz 2" einer reellen Zahl x gilt mit n € N:

" =x-x-...-x-X
—

n Faktoren

Eine Potenz 2" mit Exponent n entspricht somit einer n-fachen Multiplikation der
Grundzahl (“Basis”) « mit sich selbst. Das wohl bekannteste Beispiel hierfiir sind die
so genannten “Zehner-Potenzen” 10!, 102, 103, .. .. Sie lassen sich als Zehner-Stange,
Hunderter-Quadrat und Tausender-Wiirfel darstellen.

e Das Wurzelziehen (“Radizieren”) entspricht der Umkehrung des Potenzierens. Fiir
eine beliebige reelle Zahl a > 0 gelte folgende Gleichung:

a=2x

Dann ist mit gegebenem n € N dem Wert nach genau eine reelle Zahl x bestimmt,

welche die Gleichung 16st.

Hierfiir schreibt man:”

r=a

Unter der n-ten Wurzel aus einer nicht-negativen Zahl a versteht man somit diejenige
Zahl x, deren n-te Potenz gleich a ist.

Wohl am hiufigsten treten die so genannten “Quadrat-Wurzeln” einer Zahl a auf.
Hierbei wird diejenige Zahl x gesucht, die, mit sich selbst multipliziert, die Gleichung
r? = a lost. Beim Ergebnis r = ¥a = +/a kann der “Wurzelexponent” n = 2

weggelassen werden.

Berechnet man Quadrat-, Kubik- und allgemeinen Wurzeln mit Hilfe eines Taschenrech-
ners oder Computers, so werden die haufig irrationalen Ergebnisse in gleicher Weise wie
beim Runden von Bruchzahlen entsprechend der moglichen Anzeige-Genauigkeit gerun-
det.

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen stellen eine Erweiterung des Zahlenbereichs der reellen Zahlen dar.
Grundlegend hierfiir waren Uberlegungen von Gerolamo Cardano und Rafael Bombelli,
auf welche Weise sich Wurzeln negativer Zahlen definieren lieften.

" Genau genommen gilt dies nur, wenn n eine ungerade Zahl ist. Fiir Wurzeln mit geradzahligen n
erfiillt neben 2 = {/a auch x = — {/a die Bedingung a = ™. In diesem Fall heben sich beim Potenzieren,
d.h. beim mehrfachen Multiplizieren, die negativen Vorzeichen paarweise gegenseitig auf. (Siehe auch
Rechenregeln fir Potenzen)
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Der so geschaffene Zahlenbereich C der komplexen Zahlen hat sich fiir vielerlei Anwen-
dungen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften als duflerst niitzlich erwiesen. Eine
komplexe Zahl ldsst sich allerdings nicht mehr durch eine einzelne Zahl darstellen, son-
dern bildet vielmehr ein geordnetes Paar (a,b) eines zweidimensionalen Vektorraums.

Da komplexe Zahlen in den derzeitigen Lehrplanen keine Beachtung finden, wird an dieser
Stelle fiir interessierte Leser lediglich auf den Ezkurs: Kompleze Zahlen verwiesen.

Grundrechenarten und Rechenregeln

Ziffern und Zahlen im Dezimalsystem

Im so genannten  “Dezimalsystem”  werden  Zahlen durch die Ziffern
0,1,2,3,4,5, 6,7, 8 9 repriasentiert. Um beliebig grofe Zahlen mit nur diesen
zehn Ziffern darstellen zu konnen, besitzt jede Ziffer neben ihrem eigentlichen Wert auch
einen bestimmten Stellenwert. Der tatsidchliche Wert einer Ziffer entspricht damit ihrem
Eigenwert multipliziert mit ihrem Stellenwert.

Die Zahlen 1, 10, 100, 1000 beziehungsweise lio, Wlm ﬁ usw. werden als Stufenzahlen

oder Zehnerpotenzen bezeichnet. Mit ihrer Hilfe l4sst sich jede Zahl eindeutig als Summe
von Vielfachen der Stufenzahlen schreiben.

Zahlenbeispiel: 4 538

Die Ziffer 8 hat den Wert 8- 1= 8
Die Ziffer 3 hat den Wert 3- 10= 30
Die Ziffer 5 hat den Wert 5- 100 = 500
Die Ziffer 4 hat den Wert 4 -1000 = 4000

Abb. 19: Ziffern als Repriasentanten von Zahlenwerten.

In der Dezimal-Schreibweise wird bei der Darstellung grofer Zahlen nach den Ziffern fiir
1000, 1000000, 1000000 usw. nach Moglichkeit je ein kleiner Zwischenraum eingefiigt,
um die Lesbarkeit zu erhéhen. Ziffern mit einer Wertigkeit kleiner als Fins werden im deut-
schen Sprachraum mit einem Komma, im Englischen mit einem Punkt von den iibrigen
getrennt.

Die vier Grundrechenarten

Mathematik ist die Wissenschaft der Zahlen. Die mathematischen Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division stellen im alltiglichen Leben die wohl gebrauch-
lichsten Verkniipfungen von Zahlen dar; sie werden daher auch als Grundrechenarten be-
zeichnet.

33



Die Addition

Werden zwei Zahlen oder Terme mit einem Pluszeichen verbunden, so bezeichnet man
den Rechenausdruck als Summe. Die einzelnen Zahlen, die addiert werden, heiffen Sum-
manden.

Ohne Computer oder Taschenrechner lassen sich Zahlen am einfachsten addieren, indem
sie untereinander geschrieben werden. Dabei miissen die Ziffern mit gleicher Wertigkeit
(Einer, Zehner Hunderter usw.) immer genau untereinander stehen. Anschlieftend werden
spaltenweise von rechts nach links die Ziffern der einzelnen Summanden addiert. Treten
dabei Werte grofer als Zehn auf, so wird nur die Einerstelle der jeweiligen Summe unter
den Strich geschrieben, die Zehnerstelle wird als “Ubertrag” in die nichste Ziffernstelle
ibernommen.’

111
1683
+ 748

2431

Abb. 20: Beispiel einer schriftlichen Addition.

Der Grundgedanke hierbei besteht darin, dass jeweils zehn “Einer” mit einem “Zehner”,
zehn “Zehner” mit einem “Hunderter” usw. gleichwertig sind. Bei der Addition der ein-
zelnen Stellenwerte kann man somit jeweils zehn Reprisentanten einer Wertigkeit durch
einen Reprisentanten der nichst hoheren Wertigkeit ersetzen und diesen zur Addition des
ndchsten Stellenwertes hinzunehmen.

Die Subtraktion

Werden zwei Zahlen oder Terme mit einem Minuszeichen verbunden, so bezeichnet man
den Rechenausdruck als Differenz. Vor dem Minuszeichen steht der Minuend, dahinter
der Subtrahend.

Auch bei der schriftlichen Subtraktion werden die Ziffern mit gleicher Wertigkeit jeweils
untereinander geschrieben. Anschliefend werden spaltenweise von rechts nach links die
Ziffern des Subtrahenden von der jeweiligen Ziffer des Minuenden subtrahiert. Ist dabei
die Ziffer des Minuenden kleiner als die des Subtrahenden, so wird die Ziffer des Minuen-
den um 10 erh6ht und der so gebildete Differenzwert unter den Strich geschrieben. Der
“Ubertrag” lisst sich dadurch ausgleichen, indem die nichste, um das 10-fache gréfere
Ziffer des Minuenden um Eins erniedrigt wird.?

! Der Ubertrag kann wahlweise iiber den ersten Summanden oder direkt iiber den Bruchstrich ge-
schrieben werden. Letztere Schreibweise wird bevorzugt, wenn auf diese Weise mehr als zwei Zahlen
addiert werden.

2 Alternativ zur Erniedrigung der niichst groferen Ziffer des Minuenden kann der Ubertrag auch
dadurch beriicksichtigt werden, dass die néchst grofere Ziffer des Subtrahenden um Eins erhdht wird.

Sollen mehrere Zahlen auf einmal vom Minuenden subtrahiert werden, so kann man die einzelnen Sub-
trahenden — Ziffer fiir Ziffer — zunichst aufaddieren, um sie dann als Summe vom Minuenden abzuziehen.
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11
1683
— 748

935

Abb. 21: Beispiel einer schriftlichen Subtraktion.

Der Grundgedanke hierbei besteht wiederum darin, dass jeweils ein “Zehner” mit zehn
“Einern”, ein “Hunderter” mit zehn “Zehnern” usw. gleichwertig ist. Bei der Subtraktion
der einzelnen Stellenwerte kann man somit im Minuenden jeweils einen Représentanten
einer Wertigkeit durch zehn Repréasentanten der nédchst niedrigeren Wertigkeit ersetzen.

Die Multiplikation

Werden zwei Zahlen oder Terme mit einem Malzeichen verbunden, so bezeichnet man den
Rechenausdruck als Produkt. Die einzelnen Zahlen beziehungsweise Terme, die miteinan-
der multipliziert werden, heiffen Faktoren.

Bei einer schriftlichen Multiplikation wird der erste Faktor spaltenweise von rechts mit
allen Ziffern des zweiten Faktors multipliziert. An jedes so gebildete Teilergebnis wird da-
bei eine Anzahl an Nullen angehéngt, die der Summe an Nullen beider Ziffernwertigkeiten
entspricht. Die einzelnen Teilergebnisse werden geméf ihrer Wertigkeiten untereinander
geschrieben und aufaddiert.

1683
748

24
120
2100
640
3200
56000
4800
24000
420000
8000
40000
700000
1121

1258884

3-748 = 2244

80 - 748 = 59840

600 - 748 = 448 800

1000 - 748 = 748 000

—_—

FAt Attt

Abb. 22: Beispiel einer schriftlichen Multiplikation.

Der Grundgedanke dieser Rechenmethode liegt darin, dass es sich bei jeder Multiplikation
um eine mehrfache Addition handelt. In gleicher Weise, wie man sich eine einzelne Zahl
anhand ihrer Ziffern aus den jeweiligen Vielfachen der Stufenzahlen aufgebaut denken
kann, kann man sich auch jedes Produkt zweier Zahlen als Summe einzelner Teilfaktoren
vorstellen.
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Die Division

Werden zwei Zahlen oder Terme mit einem Geteilt-Zeichen verbunden, so bezeichnet man
den Rechenausdruck als Division. Vor dem Geteilt-Zeichen steht der Dividend, dahinter
der Divisor. Fiir das Geteilt-Zeichen gibt es mehrere gleichwertige Schreibweisen:

ai
aj:ay = ay/ay = —
a2
Bei einer schriftlichen Division werden der Dividend, der Divisor und das zu berechnende
Ergebnis in eine Zeile geschrieben. Zunéchst werden nur (von links nach rechts) die ersten
n Ziffern des Dividenden betrachtet, so dass die sich aus den n Ziffern ergebende Zahl gro-
fser ist als der Divisor. Durch Abschitzen wird ermittelt, welchem ganzzahligen Vielfachen
des Divisors — abgesehen von einem spéater noch zu bestimmenden Rest — die ausgewihlte,
n-stellige Zahl entspricht. Mit diesem Vielfachen, das die erste Ergebnis-Ziffer darstellt,
wird der Divisor anschliefend multipliziert und das erhaltene Ergebnis von der n-stelligen
Zahl subtrahiert. Ubrig bleibt hierbei ein bestimmter Teilungsrest. Zu diesem Rest kon-
nen nach dem gleichen Schema weitere Ziffern des Dividenden hinzugenommen und die
Division nach der gleichen Rechenmethode fortgesetzt werden.

1683,00 : 748 = 2,25
— 1496

1870
—149 6

37 40
— 3740

0

Abb. 23: Beispiel einer schriftlichen Division.

Durch die Verwendung von Taschenrechnern und Computern werden die schriftliche Mul-
tiplikation und Division im alltéglichen Leben kaum noch angewendet. Das Rechenschema
der schriftlichen Division ist allerdings fiir die Methode der Polynom-Division in der Ana-
lysis und Algebra von Bedeutung.

Klammern und Reihenfolge der Auswertung

Die vier Grundrechenarten sind als Operatoren fiir jeweils zwei Operanden festgelegt.
Sollen drei oder mehr Zahlen durch die vier Grundrechenarten verkniipft werden, so kann
dies nur schrittweise erfolgen.

Die Reihenfolge, in der die einzelnen Operationen ausgefiihrt werden miissen, ist durch
Vorrang-Regeln sowie durch die Verwendung von Klammern festgelegt:

1. Was in Klammern steht, wird zuerst ausgewertet (bei Zahlen) beziehungsweise zu-
sammengefasst (bei Variablen).

2. Ist durch Klammern keine andere Reihenfolge der Auswertung festgelegt, so werden
zunéchst die Rechenoperatoren der dritten Stufe (Potenzen und Wurzeln) ausge-
wertet.
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3. Als nédchstes werden die Rechenoperatoren der zweiten Stufe (Multiplikation und
Division) ausgewertet.

4. Zuletzt werden die Rechenoperationen der ersten Stufe (Addition und Multiplikati-
on) ausgefiihrt.

Durch das Setzen von Klammern kann somit eine von der iiblichen Regel “(Hoch vor)
Punkt vor Strich” abweichende Reihenfolge der Auswertung erreicht werden. In allgemei-
ner Form kann die Auswertungsreihenfolge somit als “Klammer vor Hoch vor Punkt vor
Strich” zusammengefasst werden. Die Rechenoperationen gleicher Stufe werden dabei von
links nach rechts ausgefiihrt.

Bei der Verwendung von Klammern sind folgende Regeln zu beachten:
e Klammern treten stets paarweise auf (“Klammer auf, Klammer zu”)

e Mehrere Klammern konnen ineinander verschachtelt, niemals jedoch iiberlappend
auftreten.

e Zur besseren Lesbarkeit werden oftmals verschiedene Klammer-Symbole verwendet:

NN O O WO O

Als Alternative dazu kénnen Klammern unterschiedlicher Gréfe genutzt werden:

In manchen Féllen kann ein Term durch das Auflésen einer Klammer vereinfacht werden —
insbesondere wenn sich verschiedene Terme dadurch leichter zusammenzéhlen lassen oder
sich gegenseitig aufheben (zu Null addieren). Hierzu muss das vor der Klammer stehende
Rechenzeichen auf alle Glieder der Klammer angewendet werden. Es gelten damit folgende
Regeln:

e Steht vor einer Klammer ein Pluszeichen (+), so kann die Klammer ohne Anderung
der Rechenzeichen innerhalb der Klammer weggelassen werden. Somit gilt:

(4)

e Steht vor einer Klammer ein Minuszeichen (—), so werden alle additiven Rechenzei-
chen in der Klammer in die jeweils entgegengesetzten umgewandelt (Plus wird zu
Minus und umgekehrt).

—(+a) = —a
—(—a) =+a

(5)

Klammern finden insbesondere dann Anwendung, wenn sowohl additive wie auch mul-
tiplikative Terme miteinander kombiniert werden. Die dafiir wesentlichen Rechenregeln
sind im néchsten Abschnitt zusammengefasst.
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Rechengesetze fiir die Grundrechenarten

Héufig muss man bei mathematischen Aufgaben Terme aus Zahlen und/oder Variablen
auswerten, welche durch die vier Grundrechenarten verkniipft sind. Zur Vereinfachung
kénnen dabei bestimmte Umformungen vorgenommen werden, die fiir beliebige Varia-
blenwerte aus dem Definitionsbereich stets unverdnderte Ergebniswerte liefern. Die drei
wichtigsten dieser Rechenregeln werden als Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivge-
setz bezeichnet.

Das Kommutativgesetz

Bei der Addition und der Multiplikation konnen die einzelnen Summanden beziehungs-
weise Faktoren miteinander vertauscht werden. Es gelten somit folgende Rechenregeln:

a) + az =as + ap

(6)

ay - Ay = Ay * A1

Die Subtraktion und die Division sind nicht kommutativ.

Das Assoziativgesetz

Bei der Addition von mehr als zwei Summanden oder einer Multiplikation mehrerer Fakto-
ren konnen die Summen- beziehungsweise Produktglieder beliebig durch Klammern grup-
piert werden. Es gilt somit:

ar + (az +az) = (a1 + az) + a3 = a; + as + as

(7)

(Cll : CLz)'Cl:a:Ch © Qg - as

ap - (CLQ . CL3>

Das Assoziativgesetz gilt in entsprechender Form auch fiir die Subtraktion und die Divi-
SN
sion.

3 Fiir das Assoziativgesetz bzgl. der Addition und Subtraktion gilt:

+as =a1+ a2+ as

( )

= (a1 +az2) —az3=ay+az —az
( )—agzal—ag—ag
( )

a1 —ag)+asz =ay —az + as

Fiir Multiplikations- und Divisionsklammern, d.h. Klammern in denen nur Mal- und Geteiltzeichen, aber
keine Additions- und Subtraktionszeichen als Rechenoperatoren vorkommen, gilt das Assoziativgesetz in
folgender Form:

e Steht vor einer Multiplikations- beziehungsweise Divisionsklammer ein Malzeichen (-), so kann die
Klammer ohne Anderung der Rechenzeichen in der Klammer weggelassen werden.
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Das Distributivgesetz

Treten Addition und Multiplikation gemeinsam auf, so gelten folgende Verkniipfungsre-
geln:

al-(ag—i—ag):al-ag—l—al-ag

(8)

(az+a3) a1 =ag- a1+ az-a;

Ist ein Summenterm mit einem Faktor zu multiplizieren, so kann man jeden Summanden
einzeln mit dem Faktor multiplizieren und anschliefsend beide Produkte addieren. Die
Reihenfolge der Faktoren beziehungsweise Summanden spielt dabei geméf dem Kommu-
tativgesetz (6) keine Rolle.

Besitzen im umgekehrten Fall alle Summanden einer Summe einen gemeinsamen Faktor,
so kann dieser gemaf der obigen Gleichung “ausgeklammert” werden. Dieser Rechentrick,
auch als “Faktorisierung” einer Summe bezeichnet, wird insbesondere bei der Rechnung
mit Briichen haufig angewendet.

Das Distributivgesetz gilt in entsprechender Form auch fiir die Subtraktion und die Divi-
o4
sion.

Binomische Formeln

Sollen zwei in Klammern stehende Summenterme miteinander multipliziert werden, so
kann ebenfalls das Distributivgesetz angewendet werden. Jeder Summand des ersten
Terms ist dabei mit jedem Summanden des zweiten Terms (unter Beriicksichtigung des
Vorzeichens) zu multiplizieren. Beispielsweise gilt:

(a1+a2)~(a3+a4):al-a3+a1'a4+a2~a3+a2~a4

e Steht vor einer Multiplikations- beziehungsweise Divisionsklammer ein Divisionszeichen (:), so kann
die Klammer weggelassen werden, wenn alle Rechenzeichen in die entgegengesetzten umgewandelt
werden (hierbei ist “Mal” durch “Geteilt” und “Geteilt” durch “Mal” zu ersetzen).

a1 :(az-a3) = (a1 :a2):a3=as:as:as

alz(agzag):(alzag)-ag = aj :az-as

In jedem Fall muss darauf geachtet werden, dass nicht durch Null dividiert wird. Bei den letzten drei
Gleichungen muss daher die Bedingung a3 # 0 eingehalten werden, in den letzten beiden muss zusétzlich
as # 0 gelten.

4 Fiir die Kombination der Subtraktion und Multiplikation gilt das Distributivgesetz in folgender
Form:

a1 - (az —az) =ay-as —aj - ag
(ag —az) a1 =az-a; —az-a

Fiir die Kombination der Addition oder Subtraktion mit der Division gilt (jeweils mit a; # 0):
(ag 4+ a3): a1 =az: a1 +as:ay

(ag —a3) : a1 =az: a1 —as: ay
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Bestehen die zu multiplizierenden Summenterme wie im obigen Beispiel aus jeweils zwei
Summanden, so werden sie als Binome bezeichnet. Fiir sie gelten folgende, fiir vielerlei
Aufgaben niitzliche “binomische Formeln”:
(ay +az)* = (a1 +ay) - (ay +ag) =a* +2-ay - ag + a3
(ay —ag)® = (a1 — ay) - (a1 — az) = a* —2-a, - ay + a (9)
(ay + ap) - (a1 — ag) = a® — a3

Fiir héhere Potenzen kann mit Hilfe des Summenzeichens und des so genannten Binomi-
alkoeffizienten eine allgemeine binomische Formel angegeben werden:

= n n—i i
@t =3 (1) al
1=0

Fiir (a; — a2)™ wechseln sich die Vorzeichen der einzelnen Produkte ab. Dies kann in
der obigen Formel durch einen Faktor (—1)? beriicksichtigt werden, der je nach Wert der
Indexvariablen ¢ ein positives oder negatives Vorzeichen liefert. Somit gilt:

(a1 —az)" = z": (:L) (=1 a"  d

=0

Betrdge und Einheiten

Der Betrag |a| einer Zahl ist die nicht-negative der beiden Zahlen a und —a:

4+a fallsa >0
laj]=< 0 fallsa=0
—a fallsa <0

Anschaulich entspricht der Betrag |a| einer Zahl a dem Abstand zwischen 0 und a auf der
Zahlengeraden.

Rechnen mit Betriagen

Da Betrége letztlich nichts anderes sind als positive reelle Zahlen, konnen sie beliebig
mit den vier Grundrechenarten verkniipft werden. Fiir die Betrige von Produkten und
Quotienten gelten dabei folgende Rechenregeln:

|a1 - az| = |as] - |ay]
a1+ ag| = faa ] : |ay|
Die Gleichung |a; 4 as| = |a1| + |az| gilt nicht allgemein, sondern nur dann, wenn a; und

ay das gleiche Vorzeichen besitzen; andernfalls ist der Betrag der Summen |a; + as| kleiner
als die Summe der Betriige |a;| + |az|. Beide Félle lassen sich durch folgende Ungleichung
beschreiben:

la1 + as| < |aq| + |as]
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Héufig ist auch der Differenzbetrag zweier Zahlen a; und ay von Interesse, d.h. der Abstand
|ag — a1| zwischen a; und ay auf der Zahlengeraden. Der Differenzbetrag entspricht somit
der Differenz beider Zahlen ohne Beriicksichtigung des Vorzeichens. Hierbei gilt:

a1 — az| = |ag — a4

Rechnen mit Einheiten

In anwendungsorientierten Aufgaben muss meist nicht nur mit Zahlen, sondern auch mit
(physikalischen) Grofien gerechnet werden. Diese haben in den meisten Féllen nicht nur
einen bestimmten Betrag beziehungsweise Zahlenwert, sondern auch eine bestimmte Ein-
heit.

Groke = Zahlenwert - Einheit

Wird in einer Gleichung mit Grofsen gerechnet, so miissen sich die jeweiligen Einheiten auf
beiden Seiten der Gleichung stets entsprechen. Dabei sind folgende Regeln zu beachten:

e Identische Grofen haben im allgemeinen Sprachgebrauch teilweise unterschiedliche
Bezeichnungen. Auch hierbei sind die jeweiligen Umrechnungsfaktoren zu beriick-
sichtigen.

Beispiele:
1 Liter = 1 Kubikdezimeter

1 Tonne = 1000 Kilogramm

e Durch Verwendung von Zehnerpotenzen beziehungsweise den entsprechenden “Vor-
satzen” (Kilo-, Mega-, Giga- beziehungsweise Zenti-, Mili-, Mikro- usw.) lassen sich
Einheiten oftmals “einfacher” darstellen. Dabei miissen die Zahlenwerte der Einhei-
ten entsprechend angepasst werden.

Beispiele:
1m = 100 cm = 1000 mm

1MW = 1000kW = 1000000 W

Bruchrechnung

Fiir das Rechnen mit Bruchtermen gelten prinzipiell die gleichen Regeln wie fiir das Rech-
nen mit Bruchzahlen. Als Besonderheit ist allerdings stets darauf zu achten, dass der
Nenner des Bruchs nicht den Wert Null annehmen darf, da eine Division durch Null
nicht definiert ist. Diese Bedingung lésst sich gegebenenfalls durch eine Beschrinkung des
Definitionsbereichs der im Nenner auftretenden Variablen erreichen.
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Erweitern und Vereinfachen

Ein Bruchterm £ lasst sich jederzeit erweitern, indem sowohl der Zéhler z wie auch der
Nenner n mit dem gleichen Faktor ¢ # 0 multipliziert werden. Es gilt somit:

c-Zz

z
n c-n
Ein Bruchterm ldsst sich ebenso in umgekehrter Weise vereinfachen (“kiirzen”), wenn
sowohl der Z#hlerterm wie auch der Nennerterm einen gleichen Faktor ¢ (oder mehrere
gleiche Faktoren ¢y, ¢3 usw.) beinhalten.

Beispiele:
3-a>-b 3-b- a? a?

9.  3-b-3-12 302
a>—1 (a+1)-(a—1) (a—1)

(a+1)2 (a+1)-(a+1) (a+1)
Besteht der Zéhler und/oder der Nenner eines Bruchterms aus einer Summe von Termen,
so ist ein Kiirzen nicht unmittelbar moglich; vielmehr miissen der Zahler wie auch der Nen-
ner jeweils vollstdndig in einzelne Faktoren zerlegt werden. Hierbei kdnnen insbesondere
das Distributivgesetzes sowie binomische Formeln hilfreich sein:

e Nach dem Distributivgesetz kann ein in allen Summanden des Zahlers und/oder des
Nenners auftretender Faktor ausgeklammert werden. Eine Summe kann damit als
Produkt zweier Faktoren geschrieben werden.

e Jede Summe a + b kann, sofern man sie in Klammern setzt, ebenfalls als einzelner
Faktor 1 (a + b) angesehen werden.' Somit gilt beispielsweise:

(x+1)

z+1 1- 1
2-x+2 2-(x+1) 2

e Entspricht der Zdhler und/oder Nenner eines Bruches (oder zumindest einer der
auftretenden Faktoren) dem Ergebnis einer binomischen Formel, so kann diese an-
gewendet werden, um eine weitere Faktorisierung zu erreichen.

Ein Bruchterm, der zum Schluss einer Rechnung ein Endergebnis darstellt, wird iiblicher-
weise in einer so weit wie moglich gekiirzten Form angegeben.

Rechenregeln fiir Bruchterme

Da bei der Rechnung mit Bruchtermen iiblicherweise mit reellen Zahlen oder entspre-
chenden Variablen gerechnet wird, gelten die drei Rechengesetze fiir Grundrechenarten in
gleicher Form auch fiir Bruchterme. Als Besonderheit muss dabei stets darauf geachtet
werden, dass der Nennerterm nicht den Wert Null annehmen darf.

Fiir ny, no, ng # 0 gilt:

! Hier wird wiederum das Distributivgesetz genutzt: Da fiir jede reelle Zahl a die Beziehung a =1 -a
gilt, kann die 1 jederzeit als gemeinsamer Faktor einer beliebigen Summe ausgeklammert werden.
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e Kommutativgesetz:

21 22 22 21
+

ny U na ny
21 22 22 21
ni no no ni

e Assoziativgesetz:

e Distributivgesetz:
Z1 z9 Z3 21 Z9 Z1 z3 Z9 Z3 Z1
ny L) ns ny N2 ny ng U ns ny

Auf weitere Besonderheiten, die sich bei der Verkniipfung von Bruchtermen durch die vier
Grundrechenarten ergeben, wird in den folgenden Abschnitten niher eingegangen.

Addition und Subtraktion von Bruchtermen

Zwei Briiche lassen sich bei einer Addition oder Subtraktion nur dann direkt zusammen-
fassen, wenn sie “gleichnamig” sind, d.h. den gleichen Nenner besitzen. Dabei werden die
Zahlerterme addiert, der Nennerterm bleibt unveridndert:

21 Z9 Zl+22
— 4 =

21 z9 21 — 22

n n n

Haben Briiche unterschiedliche Nennerterme, so miissen alle Briiche zunichst auf einen
gemeinsamen Nenner gebracht werden, bevor eine Addition beziechungsweise Subtraktion
moglich ist. Hierzu empfiehlt es sich, zunichst die Nennerterme vollstindig in einzelne
Faktoren zu zerlegen. Von jedem Faktor, der in mindestens einem der Nenner vorkommt,
wahlt man anschliefsend die jeweils hochste Potenz aus und multipliziert diese Faktoren
miteinander. Auf diese Weise erhilt man das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner-
terme (kgV), das auch als “Hauptnenner” bezeichnet wird.

Beispiele:
e Entsprechen die Nenner dreier Briiche den Zahlen 20, 30 und 45 so lautet der Haupt-
nenner:
20 = 27 -5
30=2 -3 -5
45= -3 .5
kgV =2% - 3% .5 = 180
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Bei einem Ausmultiplizieren der einzelnen Zahlen ohne Faktorisierung und Bildung
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen wiirde sich ein gemeinsamer Nenner von 20 -
30 - 45 = 27 000 ergeben.

e Entsprechen die Nenner den Termen (2-a —3), (4-a®> —6-a) und (4-a* —9) so
lautet der Hauptnenner:

(2-a—3)= (2-a—3)
(4-a>—6-a)=2-a-(2-a—3)
(4-a*—9) = (2-a—3)-(2-a+3)

keV=2-a-2-a-3)-(2-a+3)=8-a"—-18-a

Bei einem Ausmultiplizieren der einzelnen Terme ohne Faktorisierung und Bildung
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen wiirde sich ein gemeinsamer Nenner von 32 -
a® — 96 - a* + 216 - a®> — 162 - a ergeben.

Die zu addierenden Briiche konnen anschlieRend um die fehlenden Faktoren erweitert und
die Zahlerterme nach obiger Gleichung addiert werden.

Multiplikation und Division von Bruchtermen

Bruchterme lassen sich miteinander multiplizieren, indem man sowohl ihre Zahler als auch
ihre Nenner miteinander multipliziert:?

Z1 22 2122

ny N2 ni-ng

(11)

Um das Ergebnis in einer moglichst vereinfachten Form vorliegen zu haben, ist es (vor
dem Ausmultiplizieren) sinnvoll, sowohl die Zahler wie auch die Nenner beider Briiche
vollstdndig in Faktoren zu zerlegen. Kiirzt man im Z&hler und Nenner anschliefend alle

gemeinsamen Teiler, so erhédlt man als Endergebnis einen nicht weiter zu vereinfachenden
Bruch.

Das Produkt aller gemeinsamen Teiler wird oftmals als “grofter gemeinsamer Teiler” (ggT)
bezeichnet. Die explizite Berechnung des ggT ist meist nicht erforderlich; die Aussage,
dass sich durch Kiirzen des groften gemeinsamen Teilers von Zahler und Nenner ein nicht
weiter zu vereinfachender Bruch ergibt, gilt jedoch allgemein.

Bruchterme lassen sich durcheinander dividieren, indem man — durch Vertauschen von
Zahler und Nenner — den Kehrbruch des Divisors bildet und eine Multiplikation nach
obigem Schema durchfiihrt:

£ 22 ) Z1 N2

— il —=——= (12)

ny n2 ny 22 ny - z2

2

Insbesondere kann ein Bruch Z mit einer ganzen Zahl a multipliziert werden, indem der Zahler
z mit dieser Zahl multiplizert wird:

a z a-z a-z

a -

Z — pr—

n 1 n 1.n n
Hierbei wird bertiicksichtigt, dass ein Zahlenwert unverdndert bleibt, wenn man ihn durch 1 dividiert.

Wendet man dann die Rechenregel fiir die Multiplikation zweier Briiche an, so bleibt der Nenner gleich,

da auch eine Multiplikation mit 1 den Wert einer Zahl nicht dndert.
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Auch hierbei ist eine Faktorisierung von Zihler und Nenner hilfreich, um das Endergebnis
in einer moglichst vereinfachten Form zu erhalten. Das gleiche Verfahren kann genutzt
werden, um so genannte Doppelbriiche aufzulosen:

21 22 Z1 N2

ny ' U ny 22

SSHE

Bereits in der Antike fand Euklid einen Algorithmus zur Berechnung des gg'T; dieser ist
auf der Grund-Wissen-Seite im Rahmen des Python-Tutorials ndher beschrieben.

Prozentrechnung

Bruchzahlen koénnen auch verwendet werden, um Grofenvergleiche anzugeben. Eine
Bruchzahl beschreibt dabei das Verhéltnis zweier Grofen, d.h. welchen Bruchteil die eine
Zahl (der Nenner) von der anderen Zahl (dem Zéhler) ausmacht.

Um Zahlenverhéltnisse vergleichen zu kénnen, ist es oftmals hilfreich die Bruchteile auf
den selben Nenner zu bringen. Haben zwei Zahlen unterschiedliche Zahler a und b, aber
einen gleichen Nenner n, so gilt stets:

S|

a<b < <

Sle

Als gemeinsamer Nenner wird in der Praxis meist die Zahl 100 verwendet und statt von

Hundertsteln von Prozenten gesprochen. Fiir 1 Prozent schreibt man wahlweise 1—(1)0 oder
0,01 oder 1%.

Die Anzahl der Prozente wird iiblicherweise als Prozentsatz p bezeichnet. Hierbei ist al-
lerdings stets darauf zu achten, auf welchen Grundwert G sich die Prozentangabe bezieht.

Beispiel:

e Werden zu einem Grundwert von G = 1 Liter Wasser ein Bruchteil von p = 10%
hinzu gegeben, so ergibt sich eine neue Menge G + 0,1 -G = 1,1 Liter.

Werden von dieser Menge (G = 1, 1 Liter) hingegen p = 10% abgezogen, so bleiben
nicht ein Liter, sondern “nur” G — 0,1 -G = 0,99 Liter iibrig.

Der tatsdchliche Wert, den eine Prozentangabe wiedergibt, wird Prozentwert 11" genannt.
Er ldsst sich als Produkt aus dem Prozentsatz p und dem basierenden Grundwert G
berechnen:

W=p%-G (13)

Im obigen Beispiel wurde die Prozentformel (13) bereits unmittelbar angewendet:

e Bezogen auf den Grundwert 1 entspricht ein Prozentsatz von 10% einem Prozent-
10

wert von 155 - 1 =0, 1.

e Bezogen auf den Grundwert 1,1 entspricht der gleiche Prozentsatz einem Prozent-

10 _
wert von 155 - 1,1 =0, 11
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Wird der sich resultierende Prozentwert zum jeweiligen Grundwert addiert beziehungs-
weise von diesem abgezogen, so ergeben sich folglich auch unterschiedliche Ergebnisse.

Kleinere Mengenangaben werden héufig in Tausendstel (Promille) oder Millionstel (Pars
per Million) angegeben. Fiir 1 Promille schreibt man 1 %o und fiir ein Millionstel 1 ppm.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Das Potenzieren entspricht, wie bereits im Abschnitt Rechnen mit reellen Zahlen erwahnt,
einem mehrfachen Multiplizieren; das Wurzelziehen hingegen der Umkehrung des Poten-
zierens. Auf einige der dafiir relevanten Rechenregeln wird im folgenden Abschnitt ndher
eingegangen, ebenso auf das Logarithmieren als zweite Mdoglichkeit, einen Potenz-Term
nach der gesuchten Variablen aufzulGsen.

Rechenregeln fiir Potenzen und Wurzeln

Der Wert einer Potenz entspricht stets einer reellen Zahl. Zwei Potenzen mit gleicher
Basis a # 0 und gleichem Exponent n lassen sich somit nach den fiir reelle Zahlen
iiblichen Rechenregeln addieren und subtrahieren.

Stehen ¢; und c;, fiir beliebige konstante Zahlen und n fiir eine natiirliche Zahl', so gilt:

cr-a"+c-a" = (c1+c)-a” (14)

Unterscheiden sich zwei Potenzen in ihrer Basis und/oder in ihrem Exponenten, so kann
eine Addition oder Subtraktion beider Potenzen nicht weiter vereinfacht werden. Mul-
tiplikationen und Divisionen von Potenzen mit ungleicher Basis und/oder ungleichem
Exponenten lassen sich hingegen mit Hilfe der folgenden Rechenregeln umformen.

Rechenregeln fiir Potenzen mit gleicher Basis

Potenzen kénnen miteinander multipliziert werden, wenn sie eine gemeinsame Basis be-
sitzen. In diesem Fall werden die Exponenten addiert:

no g2 — gnitn2 (15)

a
Nach dem gleichen Prinzip kdnnen Potenzen mit gleicher Basis dividiert werden, indem
man die Differenz ihrer Exponenten bildet:

a™

= g™ " (16)

a2

! Auch allgemeine Potenzen (mit beliebigem Exponenten n € R) lassen sich auf diese Art addieren
bzw. subtrahieren. Die Einschrinkung a # 0 ist dabei notwendig, da die Potenz 0° nicht definiert ist.
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Diese Gleichung erlaubt es, eine Potenz mit negativem Exponenten als Kehrwert einer
Potenz mit positivem Exponenten aufzufassen. Ist nimlich n; = 0, so gilt ™ = a° = 1.
Damit folgt allgemein:?

a = — (17)

Dariiber hinaus gilt fiir mehrfache Produkte von Potenzen, also fiir “Potenzen von Poten-
zen”, folgende Formel®:

(@)™ = ame (18)

Beispiele:
e Multipliziert man 100 = 10? mit 1000 = 103, so lautet das Ergebnis:
100 - 1000 = 10* - 10° = 10° = 100 000
Bei der Multiplikation von Zehnerpotenzen muss somit nur die Anzahl an Nullen

addiert werden.

e Teilt man 10 = 10! durch 1000 = 103, so lautet das Ergebnis:

10 10* 1 1

— =— =10?=10?= — = —

1000 103 102 100
Bei der Division von Zehnerpotenzen wird die Anzahl an Nullen des Nenners von der
Anzahl an Nullen des Ziahlers subtrahiert. Ergibt sich dabei eine negative Anzahl

an Nullen, so gibt diese Zahl die Nachkommastelle des Ergebnisses an:

1072 =0,01

2 Auf diese Weise léisst sich eine plausible Erklirung angeben, warum a® = 1 fiir alle a # 0 ist. Es gilt
beispielsweise fiir a = 10

1072 = —— = 0,001
1000
1
1072=——=0,01
100 ’
1
107'=——=0,1
0 10 0,
1
1080 = —— =1
1
10+1=£=10
1
1
10+2:$:100
1
1o+3:$:1000

3 Die Gleichung fiir Potenzen von Potenzen folgt aus der Gleichung fiir Potenz-Multiplikationen. Setzt
man in Gleichung (15) fiir ny und no gleiche Werte ein, d.h. ny = ny = n, so gilt:

an 3 an R an — an-l—n-i—...-i—n — a’wm
—_— —— N—_——
m mal m mal
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e Multipliziert man 32 = 25 mit sich selbst, so lautet das Ergebnis:
32-32=2".2"=2"=1024

Wird eine Potenz quadriert, so wird ihr Exponent verdoppelt.

Rechenregeln fiir Potenzen mit gleichen Exponenten

Neben den Rechenregeln fiir Potenzen mit gleicher Basis konnen auch Potenzen mit glei-
chen Exponenten durch Multiplikation bzw. Division zusammengefasst werden.* Es gilt:

aln . a2" = (a1 : CLQ)TL (19)

)2

Produkte lassen sich somit potenzieren, indem jeder ihrer Faktoren mit dem gleichen
Exponenten potenziert wird. Entsprechend lassen sich auch Briiche potenzieren, indem
sowohl Zahler wie auch Nenner den gleichen Exponenten erhalten.

und

Eine wichtige Rolle hierbei spielt die Potenz (—1)". Je nachdem, ob n geradzahlig (durch
2 teilbar) ist oder nicht, hebt sich das Vorzeichen auf bzw. bleibt bestehen:

(-1 =

+1 falls n gerade
—1 falls n ungerade

Diese Besonderheit ist mit der Multiplikationsregel “Minus mal Minus gibt Plus” identisch.
Kombiniert man Gleichung (19) mit der obigen Gleichung, indem man a; = (—1) setzt
und beide Seiten der Gleichung vertauscht, so gilt fiir beliebige Potenzen stets:

(_a)2-n — (_1>2-n . a2~n — +a2~n

(_a)2-n+1 — (_1>2-n+1 . a2~n+1 — _a2~n+1
Eine negative Basis verliert durch ein Potenzieren mit einem geradzahligen Exponenten
2-n somit stets ihr Vorzeichen. Durch Potenzieren mit einem ungeradzahligen Exponenten
2-n + 1 bleibt das Vorzeichen der Basis hingegen erhalten.

Rechenregeln fiir Wurzeln und allgemeine Potenzen

Neben der ersten Erweiterung des Potenzbegriffs auf negative Exponenten als logische
Konsequenz aus Gleichung (16), die sich auf die Division zweier Potenzen bezieht, ist auch
anhand Gleichung (18), die Potenzen von Potenzen beschreibt, eine zweite Erweiterung
des Potenzbegriffs moglich. Im Allgemeinen lautet diese Gleichung:

(@) = e

4 Additionen und Subtraktionen von Potenzen mit ungleicher Basis lassen sich nicht weiter zusam-
menfassen.
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Das Wurzelziehen stellt die Umkehrung des Potenzierens dar. Um die obige Rechenregel
umzukehren, muss die Multiplikation des Exponenten umgekehrt werden. Setzt man n; =
n und ny = %, so folgt:

:alza

33

(a”)% —d"n =a

Das Ergebnis stimmt damit iiberein, dass die n-fache Wurzel einer n-fachen Potenz wieder
die urspriingliche Zahl ergibt:

7z/an — a

Tatsédchlich konnen folgende Umformungen als allgemeine Rechenregeln genutzt werden:

Ya=ar (21)

sowie

n

"4%/ a™l = qn2 (22)

Da Wurzeln somit nichts anderes als Potenzen mit gebrochenem Exponenten n € Q
darstellen, gelten die in den beiden vorherigen Abschnitten aufgefiihrten Rechenregeln
(14) bis (20) gleichermafen auch fiir Wurzeln.

Auf Wurzelgleichungen wird im Rahmen der elementaren Algebra, auf Wurzelfunktionen
im Analysis-Kapitel ndher eingegangen.

Rechenregeln fiir Logarithmen

Das Logarithmieren stellt neben dem Wurzelziehen eine zweite Moglichkeit dar, eine Po-
tenz a” zu finden, die ein bestimmtes Ergebnis b liefert. Wahrend beim Wurzelziehen der
(Wurzel-)Exponent n vorgegeben ist und die zum Wert der Potenz passende Basis a ge-
sucht wird, hilft das Logarithmieren dabei, den zu einer vorgegebenen Basis a passenden
Exponenten n zu finden. Die Fragestellung lautet somit:

at=b = n="7

Um dieses mathematische Problem zu l6sen, muss der so genannte Logarithmus von b zur
Basis a ermittelt werden.
Definition:

Der Logarithmus n = log, b ist diejenige Zahl, mit welcher die Basis a poten-

ziert werden muss, um das Ergebnis b zu erhalten. Es gilt:

a*=b & n=log,b

Beispielsweise gilt somit log, a = 1, wie sich durch Einsetzen in den linken Teil der obigen
Aquivalenz-Gleichung iiberpriifen ldsst, sowie log, a™ = n, da n genau der Zahl entspricht,
mit der die Basis a potenziert werden muss, um das Ergebnis a” zu erhalten.
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Eine einfache Berechnung eines Logarithmus “von Hand” ist allgemein nur in seltenen
Féllen moglich. Frither wurden daher Werte-Tabellen fiir Logarithmen in Lehrbiichern
und Formelsammlungen abgedruckt, inzwischen haben Taschenrechner bzw. Computer-
programme mit entsprechenden Funktionen die Berechnung von Logarithmen wesentlich
vereinfacht und Werte-Tabellen letztlich iiberfliissig gemacht. In der Praxis sind insbe-
sondere Logarithmen zur Basis 10 (“dekadische” Logarithmen, Symbol: lg), zur Basis e
(“natiirliche” Logarithmen, Symbol: In) und zur Basis 2 (“binére” oder duale” Logarith-
men, Zeichen 1b oder 1d) von Bedeutung.” Um einen Logarithmus auf eine andere Basis
umzurechnen, kann folgende Formel angewendet werden:

log, b
1 h= 2%
080, b= 1o o, a3 (23)

Die obige Formel erméglicht es beispielsweise, einen dekadischen Logarithmus (a; = 10)
in einen bindren Logarithmus (a; = 2) umzurechnen, indem man diesen durch log,,2 ~
0,301 teilt.

Summen und Differenzen von Logarithmen

Logarithmen mit gleicher Basis lassen sich addieren oder subtrahieren. Das Ergebnis einer
Logarithmus-Addition ist ein Logarithmus mit gleicher Basis, dessen Argument gleich dem
Produkt der Argumente beider zu addierenden Logarithmen ist:

log, by + log, by = log,, (b1 - bs) (24)

Entsprechend ist das Ergebnis einer Logarithmus-Subtraktion ein Logarithmus mit glei-
cher Basis, dessen Argument gleich dem Quotienten der Argumente beider zu subtrahie-
render Logarithmen ist:

b

log, by —log, by = log, (b—l) (25)
2

Wird ein Logarithmus mit einem konstanten Faktor ¢ multipliziert, so entspricht dies

einer c-Fachen Addition des Logarithmus mit sich selbst. In diesem Fall entspricht das

Ergebnis somit einem Logarithmus mit gleicher Basis a, dessen Argument c-fach mit sich

selbst multipliziert werden muss:

c¢-log, b =log, (b°) (26)

Auf Logarithmusgleichungen wird im Rahmen der elementaren Algebra, auf Logarithmus-
funktionen im Analysis-Kapitel ndher eingegangen.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

® Fiir dekadische Logarithmen (lg) und natiirliche Logarithmen (In) besitzen Taschenrechner hiufig
entsprechende Funktionstasten.
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Folgen und Reihen

Folgen und ihre Eigenschaften

Ordnet man jeder natiirlichen Zahl n € N eine reelle Zahl a, eindeutig zu, so entsteht
eine unendliche (reelle) Folge (a,). Die einzelnen Werte der Folge heifen Folgenglieder
und werden mit Indizes durchnummeriert:

(an) = ay, ag, Az, ..., Gy, ...

Im Unterschied zu einer Menge kann bei einer Folge ein und das selbe Glied mehrere Male
auftreten. Die Definition einer Folge kann auf zweierlei Arten erfolgen:

e Viele Folgen lassen sich nach einem Bildungsgesetz mittels eines Terms aufstellen.
Das Bildungsgesetz wird hierzu in runde Klammern geschrieben. Beispiel:

(an) = (2-n%) =2,8,18,32, ...

e Ist (mindestens) das erste Folgenglied bekannt und besteht eine Rechenvorschrift,
wie sich ein Folgenglied aus einem vorhergehenden berechnen ldsst, so sind alle Glie-
der einer Folge ebenfalls eindeutig festgelegt. Dieses Vorgehen wird als “Rekursion”
bezeichnet. Beispiel:

an=0,1,2,3,5,8, 13,21, ...

Die obige Zahlenfolge wird auch zu Ehren von Leonardo Fibonacci als “Fibonacci-
Folge” bezeichnet. Die Folgenglieder lassen sich dadurch berechnen, indem jeweils die
Summe der beiden vorangehenden Folgenglieder gebildet wird. Das Bildungsgesetz
der Folge lautet somit fiir n > 2:

Ay = Qp_9 + An_1

Beschrinkt man die Definitionsmenge auf die ersten n natiirlichen Zahlen (n # 0), so
erhilt man eine endliche Folge mit dem Anfangsglied a; und dem Endglied a,,.

Monotonie einer Zahlenfolge

Ein wichtiges Kriterium bei der Unterscheidung von Zahlenfolgen ist ihre so genannte
Monotonie. Werden die Werte der Folgenglieder mit zunehmendem Index kontinuierlich
(wenn moglicherweise auch in unterschiedlichem Mak) grofer, so nennt man die Folge
monoton wachsend zunehmend. Nehmen die Werte der Folgenglieder im umgekehrten
Fall kontinuierlich (moglicherweise unterschiedlich stark) ab, so spricht man von einer
monoton fallenden Folge. Bei einer konstanten Folge bleiben die Werte im Verlauf der
Folge konstant.
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Es gilt somit fiir jede Folge (ay,):

any1 > ay fiirallen = (ay,) ist monoton zunehmend.
ani1 < a, firallen = (a,)ist monoton abnehmend.

ant1 =a, firallen = (a,) ist konstant.

Gilt bei der obigen Unterscheidung anstelle der Kleiner-Gleich-Relation < die Kleiner-
Relation < beziehungsweise anstelle der Grofer-Gleich-Relation > die Grofer-Relation
> so nennt man die Folge streng monoton ab- beziehungsweise zunehmend.

Beschrdanktheit einer Zahlenfolge

Eine Folge (a,) wird beschrinkt genannt, wenn es zwei reelle Zahlen s und S gibt, so dass
die Werte aller Folgenglieder zwischen beiden begrenzenden Zahlen liegen, wenn also gilt:

s<a, <S firallen

Hierbei wird s als untere Schranke und S als obere Schranke bezeichnet.

Grenzwert einer Zahlenfolge

Eine Folge (a,) hat einen Grenzwert a, wenn sich auferhalb einer beliebig grofen Umge-
bung von a nur endlich viele Glieder der Folge befinden. Man sagt in diesem Fall, dass
der Grenzwert (“Limes”) der Folge fiir gegen Unendlich gehende Werte von n gleich a ist;
in mathematischer Kurzform schreibt man:

lim a, = a
n—oo

Besitzt eine Folge einen Grenzwert, so nennt man sie konvergent, andernfalls divergent.
Beziiglich des Grenzwerts einer Folge gilt:

e Der Grenzwert einer Folge ist stets eindeutig bestimmt; insbesondere ist oo kein
ruldssiger Grenzwert.

e Jede monotone und beschriankte Folge ist konvergent, besitzt also einen (eindeuti-
gen) Grenzwert.

e Jede konvergente Folge ist beschrankt.
Beispiele:

e Die Folge (%) ist konvergent zum Grenzwert 0, also gilt:

e Die Folge (RLH) ist konvergent zum Grenzwert 1, also gilt:

"o

1m =
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e Die Folge (n?) ist divergent, sie hat keinen Grenzwert.

Folgen, die den Wert Null als Grenzwert haben, nennt man Nullfolgen. Thnen kommt
eine besondere Bedeutung zu, denn allgemein gilt die Aussage, dass eine Folge (a,) den
Grenzwert a hat, wenn die Folge (a, — a) eine Nullfolge ist.

Dieses Konvergenzkriterium wurde von Augustin-Louis Cauchy in eine noch niitzlichere
Form gefasst, mittels derer sich die Konvergenz einer Folge auch dann nachweisen lésst,
wenn der Grenzwert a nicht schon von vornherein bekannt ist. Das so genannte “Cauchy-
Kriterium” besagt, dass jede Folge genau dann konvergiert, wenn sich zu jedem beliebig
kleinen Wert € eine Zahl ny > n finden lisst, so dass fiir alle Folgenglieder a;, a; ab ay,
gilt, dass |a; — a4 < € ist.

Wichtige Grenzwerte

Fiir die Mathematik haben unter anderem folgende Grenzwerte fiir n gegen Unendlich
(n € N) eine besondere Bedeutung:

limgzo fira € R

n—oo N

lim " =0 fir|a| <1

n—oo
lim {/a =1 firacRT'
n—oo
lim /n =1
n—oo

) \"

lim {1+ — =e
n—o00 n

) 1\" 1
lim (1 — — = -
n—oo n (A

lim (1 + E) =eF
n—o0 n

Die Zahl e ~ 2,71828... ist irrational und wird “Eulersche Zahl” genannt; sie ist insbeson-
dere fiir Fxponentialfunktionen von besonderer Bedeutung.

Arithmetische Folgen

Eine Folge heiftt arithmetisch, wenn die Differenz d zweier aufeinander folgender Glieder
stets konstant ist. Fiir eine arithmetische Folge gilt also:

Gpy1 — Ay = d
Als Bildungsgesetz gilt:
an=a,+(n—-1)-d (27)

Ist d > 0, so ist die Folge (streng) monoton steigend, bei d < 0 ist die Folge (streng)
monoton fallend. Gilt d = 0, so ist die Folge konstant.
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Da die einzelnen Folgenglieder immer um den gleichen Betrag zu- beziehungsweise ab-
nehmen, ist das mittlere dreier Folgenglieder stets gleich dem arithmetischen Mittel der
beiden benachbarten Folgenglieder. Es gilt also:!

an+1‘+'an71

an = 5 (28)

Wichtige arithmetische Folgen sind beispielsweise die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ..,
die geraden Zahlen 2, 4, 6, 8, ..., die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, ..., usw.

Will man zwischen zwei Werten a; und ay insgesamt n weitere Zahlen als eine arithmeti-
sche Folge einfiigen, so gilt dabei fiir alle Differenzen der einzelnen Folgenglieder:

a9 — a1
n+1

i =

Diese Formel kann beispielsweise hilfreich sein, um fehlende Werte in Wertetabellen (né-
herungsweise) zu erginzen. Eine dhnliche Anwendung kann darin bestehen, n Objekte
(beispielsweise Holzbalken) in jeweils gleichem Abstand voneinander zwischen zwei festen
Grenzen a; und ay einzufiigen; dabei gibt d; an, in welchem Abstand die Mittelpunkte
der Objekte jeweils eingefiigt werden miissen.

Geometrische Folgen
Eine Folge heift geometrisch, wenn der Quotient ¢ zweier aufeinander folgender Glieder
stets konstant ist. Fiir eine jede geometrische Folge gilt also:

An+41
Qn

Als Bildungsgesetz gilt:
an =ap - ¢" " (29)

Ist ¢ > 1, so ist die Folge (streng) monoton zunehmend, bei 0 < ¢ < 1 ist die Folge
(streng) monoton abnehmend und konvergiert gegen Null. Gilt ¢ = 0, so ist die Folge
konstant, im Fall —oco < ¢ < 0 ist die Folge “alternierend”, die Werte der Folgenglieder
sind also abwechselnd positiv und negativ.

! Bei einer arithmetischen Folge gilt:
an4+1 — Gn = d= ap — Apn-—1
Setzt man in der obigen Gleichung die linke und die rechte Seite gleich und 16st diese Gleichung nach a,,

auf, so erhélt man die Rechenregel zur Berechnung des arithmetischen Mittels. Diese Formel kann auch
in der Statistik verwendet werden, um das Arithmetische Mittel einer Messreihe zu bestimmen.
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Da die einzelnen Folgenglieder immer um den gleichen Faktor zu- beziehungsweise ab-
nehmen, ist das mittlere dreier Folgenglieder stets gleich dem geometrischen Mittel der
beiden benachbarten Folgenglieder. Es gilt also:?

|an|::\/an+1'an—1 (30)

Will man zwischen zwei Werten a; und as insgesamt n weitere Zahlen als eine geometrische
Folge einfiigen, so gilt dabei fiir alle Quotienten der einzelnen Folgenglieder:

qi — n+l %
ay

Reihen und ihre Eigenschaften

Die Summe der Glieder einer Folge (oder eines Teils der Folgenglieder) wird als Reihe
bezeichnet. Mathematisch wird die Summe s, der Glieder einer Folge (a,) durch das
Summen-Symbol ¥ ausgedriickt:

sn:Zai:al—i—az—i—ag—l—...—i—an (31)
i=1
Hierbei wird unterhalb des Summenzeichens die Untergrenze und oberhalb die Obergrenze
des Index ¢ angegeben, wobei die Summengrenzen jeweils ganze Zahlen sind. Im obigen
Fall werden alle Folgenglieder a; somit von ¢ = 1 bis ¢+ = n aufsummiert.

Ist die untere Summationsgrenze ¢ = k gleich der oberen, so bedeutet dies, dass die Summe
aus einer einzigen Zahl ay besteht:

k
i=k

Ist die untere Summationsgrenze gréber als die obere Summationsgrenze, wird das FErgeb-

nis der Summe als Null definiert. Weitere wichtige Rechenregeln fiir das Summenzeichen

sind:

n

Z(ai + bl) = Xn:ai + Xn:bl
] =1 =1

=1
Dla—b)=) a—) b (32)
=1 =1 =1

n n
E C'ai:C'E Qi
i=i i=1

2 Bei einer geometrischen Folge gilt:

an+1 an
_— = q =
Gn Gn—1

Setzt man in der obigen Gleichung die linke und die rechte Seite gleich und 16st diese Gleichung nach a,
auf, so erhilt man die Rechenregel zur Berechnung des geometrischen Mittels. Diese Formel kann auch
in der Statistik verwendet werden, um das Geometrische Mittel einer Messreihe zu bestimmen.
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Die oberen beiden dieser Rechenregeln entsprechen einem Umsortieren der Summanden,
das letzte einem Ausklammern des Faktors ¢ aus jedem Summanden. Diese Regel findet
auch Anwendung, wenn man n Folgenglieder mit konstantem Wert aufsummiert:

n n

2020'2120'\(14_11"_'—1),:”.0 (33)

i=1 i=1

n-mal

Nach der obigen Gleichung funktionieren auch digitale Zdhlmaschinen, die eine Reihe von
(meist elektrischen) “Eins™Signalen aufaddieren und den entsprechenden Wert n anzeigen.

Zwei weitere Rechentricks werden im Umgang mit Reihen oftmals nutzvoll eingesetzt:

e Eine Reihe lisst sich in zwei (oder mehrere) Teilsummen zerlegen. Werden in der
urspriinglichen Reihe Folgenglieder von 1 bis n aufsummiert, so kénnen in dquiva-
lenter Weise zunéchst nur die Folgenglieder bis zu einem zwischen beiden Grenzen
liegenden Wert k£ summiert werden, und anschlieffend die restlichen Folgenglieder
von k + 1 bis n addiert werden.® Es gilt also:

n k n
Zai:Zai—l— Z a; (34)
=1 =1

i=k+1

e Der Wert einer Reihe bleibt durch eine Indexverschiebung unverédndert. Hierunter
versteht man ein Verfahren folgender Art:

2 4
E ai =01 +ay =a3_2+ a4 9 = E Ai—2
i=1 i—3

Wird der Index der Summationsgrenzen im allgemeinen Fall um +k angehoben, so
muss der Index der Folgenglieder auf i — k reduziert werden.* Es gilt somit:

n n+k
Zai = Z Qi—k (35)
=1 i=1+k

Eine Verminderung der Summationsgrenze um —k bewirkt in entsprechender Weise
eine Anhebung des Index der Folgenglieder auf i + k:

Zai = Z Gtk (36)

3 Im umgekehrten Fall liisst sich eine Zerlegung in Teilsummen auch nutzen, um den Wert einer Reihe
zu berechnen, deren Glieder von k£ > 1 bis n aufsummiert werden. Hierbei gilt stets:

n n k—1
E a; = E ai — E ai
i=k =1 =1

4 Diese Ersetzung ist vorzunehmen, bevor irgendeine weitere Auswertung erfolgt. Darauf ist insbe-
sondere dann zu achten, wenn sich vor dem Index i einer Reihe ein Minuszeichen befindet. Durch eine
Verschiebung der Summationsgrenzen um +k wird beispielsweise 1 —izu 1 — (i + k) =1—i— k.
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Arithmetische Reihen

Addiert man alle Glieder einer arithmetischen Folge, also eine Folge von Zahlen, die sich
untereinander stets um den gleichen Wert d unterscheiden, so ergibt sich eine arithmetische
Reihe. Fiir den Wert der wohl bekanntesten arithmetischen Reihe, bei der alle natiirlichen
Zahlen von 1 bis n addiert werden, hat Carl Friedrich Gauss bereits in jungem Alter die
folgende Formel gefunden, die bisweilen auch “Kleiner Gauss” genannt wird:>°

=Y i= 202D (37)

® Die Giiltigkeit von Gleichung (37) wurde bereits als Beispiel im Abschnitt Die vollstindige Induktion
gezeigt.
6 Ahnliche Sonderfille arithmetischer Reihen sind die Reihen der geraden und ungeraden Zahlen:

e Die Folge der geraden Zahlen 2, 4, 6, 8, ... ldsst sich als (a,) = 2 - n ausdriicken. Fiir die entspre-
chende Reihe s, gilt:

5,1:22~i:n~(n+1)
i=1

e Die Folge der ungeraden Zahlen 1, 3,5, 7, ... ldsst sich als (a,) = 2-n — 1 ausdriicken. Fiir die
entsprechende Reihe s, gilt:

n
Sn=) 2-i—1=n
i=1

Nach der obigen Gleichung lasst sich somit jede Quadratzahl als arithmetische Reihe darstellen:

12=1
22 =1+3
32=1+3+5

42 =14345+7

n?*=1+3+5+7+...+(2-n—1)
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Im allgemeinen Fall lasst sich der Wert einer arithmetischen Reihe folgendermafen be-
rechnen:’

n

sn:iai:Z(al—l—(i—l)-d):n-(zl—l—w-d (38)

i=1

Geometrische Reihen

Addiert man alle Glieder einer geometrischen Folge, also eine Folge von Zahlen, die sich
untereinander stets um den gleichen Faktor ¢ unterscheiden, so ergibt sich eine geometri-

" Hierfiir muss die Reihe zunichst aufgeteilt werden:

n n n

(et (i-1)-d) =) a+» (i-1)-d

i=1 =1 i=1

In der ersten Teilreihe wird der konstante Wert a; aufsummiert; ihr Wert ist nach Gleichung (33) gleich
n-ap. Bei der zweiten Teilreihe kann der konstante Faktor d nach Gleichung (32) ausgeklammert werden.
Somit gilt:

n

Z(a1+(i—l)-d):n-a1+d~2(i—1)
i=1

i=1

Die zweite Teilreihe kann mittels einer Indexverschiebung geméf Gleichung (36) umgeschrieben werden.
Es gilt:

di-1)= iz
i=1 1=0

Nach Gleichung (37) gilt fiir den Wert dieser Reihe

2 n 2

Téi:(n—l)-(n—l—i—l) n-(n—1)

Addiert man beide Teilreihen und beriicksichtigt dabei den Faktor d (zweite Gleichung dieser Anmerkung),
so erhilt man Gleichung (38).
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sche Reihe. Der Wert s, einer endlichen geometrischen Reihe ldsst sich folgendermafen
berechnen:®

n . qn—l
Sn:ZCM-q 1:a1.q_1 (39)
=1

Ob eine unendliche geometrische Reihe konvergiert, hingt vom Wert von ¢ ab. Ist |¢| > 1,
so divergiert die Reihe; ist hingegen |¢q| < 1, so konvergiert die Reihe, und es gilt:
" —1 ay

lim aq - =
n—o00 qg—1 1—¢q

Mittels geometrischen Reihen kénnen beispielsweise Zinseszinsen berechnet werden.

Produktfolgen

Neben gewohnlichen Reihen als Summenfolgen konnen auch Produktfolgen gebildet wer-
den. In der Praxis sind jedoch meist nur so genannte Partialproduktfolgen von Bedeutung,
deren Ergebnis das Produkt von n Folgengliedern ist. Mathematisch wird ein solches Pro-
dukt p, der Glieder einer Folge (a,) durch das Produkt-Symbol II ausgedriickt:

n

p(n):Hai:al-QQ-ag-...an

=1

Hierbei wird unterhalb des Produktzeichens die Untergrenze und oberhalb die Obergrenze
des Index 7 angegeben, wobei die Produktgrenzen jeweils ganze Zahlen sind.

8 Die Formel (39) zur Berechnung einer geometrischen Reihe kann auf zweierlei Arten dargestellt
werden, denn es gilt:

-1 —(¢"-1) 1-¢"

¢g—1  —(g—1) 1-¢q

Die erste Darstellung wird im Fall ¢ > 1, die zweite im Fall ¢ < 1 genutzt.
Um die Giiltigkeit von Formel (39) zu demonstrieren, wird die Differenz von s, und ¢ - s, betrachtet.
Es gilt:

sn=a1-(L+q++¢*+...+¢"7")
¢-sn=ar-(@+++q" +... +q")
S sa— ¢ sn=a1-(L+q+@+¢+...+¢""
—q—¢—¢—...—¢""=q")
Auf der linken Seite kann s, ausgeklammert werden, auf der rechten Seite heben sich alle Summanden
bis auf 1 und —¢™ auf. Folglich gilt:
sn-(1—g)=a1-(1-q")

1—q"

Lost man diese Gleichung nach s, auf, so erhilt man als Ergebnis s, = a5 - =4 Was nach der ersten

Gleichung dieser Anmerkung mit Formel (39) {ibereinstimmt.
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Fiir die insbesondere in der Kombinatorik haufig auftretende Partialproduktfolge der
natiirlichen Zahlen ist eine besondere Notation iiblich:

p3=31=1-2-3

pn=nl=1-2-3-...-n

Der Ausdruck n! wird dabei als “n Fakultéit” gelesen; fiir den Sonderfall n = 0 ist dabei
0! =1 definiert.

Zinsrechnung

Ein Anwendungsbeispiel fiir geometrische Reihen ist die Zinsrechnung. Unter Zinsen ver-
steht man allgemein einen Betrag, der fiir das Uberlassen einer Geldmenge (“Kapital”)
innerhalb einer bestimmten Zeit (“Zinsperiode”, {iblicherweise ein Kalenderjahr) zu be-
zahlen ist.

Die Hohe der Zinsen ist von drei Grofen abhéngig: Der iiberlassenen Geldmenge Ky, der
Dauer t der Uberlassung (“Laufzeit”), und dem so genannten Zinssatz p. Der Zinssatz gibt
prozentual den Anteil an Geld an, der am Ende einer Zinsperiode bezahlt werden muss.

In der Bankenpraxis entspricht ein Jahr 360 Tagen beziehungsweise jeder Monat 30 Tagen.
Bezeichnet man man bei kiirzeren Zeitrdumen als einem Jahr die Zahl der Zinstage mit

n, so gilt t = 5.

Einfache Verzinsung

Bei einer einfachen Verzinsung werden die Zinsen am Ende einer Zinsperiode ausgezahlt;
sie werden in den folgenden Perioden somit nicht weiter mit verzinst. Das Kapital wachst
in diesem Fall linear mit der Zeit an.

Mit einer einfachen Verzinsung wird in der Praxis vor allem dann gerechnet, wenn der
Zeitraum zwischen den Zinszahlungen kiirzer als eine Zinsperiode ist.

Die nach der Zeit ¢t anfallenden Zinsen Z; werden folgendermafien berechnet:
Zy=Ko-p-t (40)

Die Zeit t wird dabei als Bruchteil oder Vielfaches der Zinsperiode angegeben. Die Zinsen
Z; werden am Ende einer Zinsperiode dem Kapital aufaddiert:

Kt:KU—i_Zt:KO'(l_'_p.t) (41)

Beispiele:
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e Eine Kapital Ky = 2000 Eur wird am 1. Mérz eines Jahres zu einem jéhrlichen
Zinssatz von p = 1,5% auf eine Bank eingezahlt und am 1. September wieder
abgehoben. Auf welchen Betrag K; hat das Kapital in diesem Fall zugenommen?

Das Kapital wird fiir sechs Monate, also 180 Tage beziehungsweise ¢t = %Jahr
verzinst. Fiir den Betrag der Zinsen gilt mit Ky = 2000 Eur und p = 0, 015:
180
Zy =Ky -p-t=2000FEur-0,015- 360 15 Eur

Das Kapital betridgt am Ende somit (2000 + 15) Eur.

e Eine Geldmenge von Ky = 10000 Eur wird fiir ¢ = 1Jahr zu einem jéhrlichen
Zinssatz von p = 7% von einer Bank gelichen. Wie viel Geld muss am Ende des
Jahres zuriick gezahlt werden?

Fiir den Betrag an Zinsen gilt mit Ky = 10000 Eur, p = 0,07 und ¢ = 1:
Zi =Ky -p-t=10000Eur-0,07-1= 700 Eur

Am Endes des Jahres miissen somit (10000 + 700) Eur gezahlt werden.

Barwertvergleich

Das Endkapital K; nach der Zeit t wird auch als Zeitwert bezeichnet; entsprechend wird
der Kapitalwert Ky zum Zeitpunkt ¢ = 0 auch Barwert genannt. Kennt man das Endka-
pital K} zu einem Zeitpunkt ¢ > 0, so kann nach Umstellung der obigen Formel auch der
zugrunde liegende Barwert berechnet werden:

o l4p-t

Ky (42)
Ein so genannter Barwertvergleich kann insbesondere genutzt werden, wenn Zahlungen
zu unterschiedlichen Zeitpunkten miteinander verglichen werden sollen. In diesem Fall
bezieht man iiblicherweise alle Zahlungen auf den Zeitpunkt ¢ = 0.

Beispiel:

e Eine Rechnung kann entweder innerhalb von 7 Tagen mit 2% Preisnachlass (“Skon-
t0”) oder innerhalb von 30 Tagen ohne Preisnachlass gezahlt werden. Welchem Zins-
satz entspriche hierbei eine Zahlung nach 5 Tagen?

Bei einer sofortigen Zahlung muss bei 2% Skonto ein Kapital von Ky = 0,98 - K;
aufgebracht werden; die Zeitdifferenz zwischen einer Zahlung nach 5 und nach 30
Tagen betrigt 25T, also ist t = 2>, Somit gilt:

360"
Ky

25
1 360

0,98 - K; =

Multipliziert man diese Gleichung mit dem Nenner der rechten Seite und dividiert
durch K, so ergibt sich folgende Gleichung:

0,98 4+ 0,98 25 =1
’ 9 p 360_
= p~0,294
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Der Preisnachlass entspricht, bezogen auf den angegebenen Zeitraum, somit einem
Zinssatz von etwa p = 29, 4%.

Zinseszinsrechnung

Werden die Zinsen nach einer Zinsperiode weiter verzinst, so entstehen so genannte Zin-
seszinsen.

Nach einer Zinsperiode ist das urspriingliche Kapital K entsprechend der einfachen Ver-
zinsung um die Zinsmenge Z; auf den Betrag K; angewachsen. Es gilt also:

Ki=Koy+ 2, =Ky+(1+p)

Im zweiten Jahr wird das Kapital K; verzinst. Fiir die sich ergebenden Zinsen Z, bezie-
hungsweise das Kapital K3 nach zwei Jahren gilt:

K2:K1+22:K1-(1+p):[(0-(1+p)2

Der Faktor (1+p)™ wird Aufzinsungsfaktor oder kurz Zinsfaktor genannt und héufig auch
mit g bezeichnet. Nach n Jahren Laufzeit ergibt sich damit eine Zins- beziehungsweise
Kapitalmenge:

Diese nach dem Mathematiker Gottfried Wilhelm Leibniz benannte Zinseszinsformel ent-
spricht formal einer geometrischen Reihe.

Ebenso wie bei der einfachen Verzinsung kann bei einem bekannten Zinssatz p und ei-
ner gegebenen Laufzeit n - ¢ auf das Anfangskapital K, geschlossen werden, wenn das
Endkapital K, bekannt ist. Als Barwert-Formel der Zinseszinsrechung ergibt sich:

K,

Ko— 8%
T A +p)r

(44)

1
als Diskontieren bezeichnet. Diese Methode kann beispielsweise verwendet werden, um

monatliche Ratenzahlungen mit einer einmaligen Zahlung zu vergleichen.

Die Gréfe +—1p)n = qln wird auch Abzinsungsfaktor genannt, die Berechnung des Barwerts

Ist in der obigen Gleichung der Zinssatz p oder die Laufzeit ¢ gesucht, wihrend alle anderen
Grofsen gegeben sind, so kann die Gleichung entsprechend aufgeldst werden:

e Kennt man das Anfangskapital K, das Endkapital K, sowie Anzahl n an Zinsperi-
oden, so gilt fiir den zugehorigen Zinssatz p:

(1+)"—Kn & —\”/Kn 1

e Kennt man das Anfangskapital K, das Endkapital K, sowie den Zinssatz p, so gilt
mit den Rechenregeln fir Logarithmen fiir die zugehorige Anzahl n an Zinsperioden:

In(K,) — In (K)y)
In(1—p)

(1+)”—Kn & In(1+p)=1 R = =
D _Ko n - In p) =1In K n =
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So kann beispielsweise mittels der letzten Formel berechnet werden, dass sich ein Kapital
K mit einem beliebigen Anfangswert bei einem Zinssatz von p = 1% innerhalb von rund
70 Jahren verdoppelt. Bei einem Zinssatz von 7% verdoppelt sich das Kapital in rund
10 Jahren, bei einem Zinssatz von 10% in nur rund 7 Jahren. Dies gilt gleichermafen fiir
Vermogen wie fiir Schulden: Zinseszinsen wachsen exponentiell!

Exkurs: Teilbarkeit und Primzahlen

Lésst sich eine natiirliche Zahl a ohne Rest durch eine natiirliche Zahl b teilen, so nennt
man a ein Vielfaches von b oder b einen Teiler von a. Bisweilen schreibt man anstelle von
“b ist Teiler von a” auch in Kurzform b | a.

Jede Zahl a hat die Zahl 1 als Teiler, denn es gilt stets 1 - a = a. Ein Teiler, der sowohl
zu einer Zahl a als auch zu einer Zahl b gehort, heifst gemeinsamer Teiler von a und b.
Haben beide Zahlen keinen gemeinsamen Teiler aufer der Zahl 1, so nennt man die Zahlen
teilerfremd.

Die Primfaktorenzerlegung

Hat eine natiirliche Zahl p > 1 nur zwei Teiler (1 und die Zahl p selbst), so heift sie
Primzahl. Die ersten Primzahlen (p < 100) sind:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71, 73,79, 83,89, 97.
Jede Zahl, die keine Primzahl ist, wird zerlegbar genannt, denn sie lasst sich ohne Rest

in mehrere andere Zahlen aufteilen. Hierzu ist folgendes Vorgehen niitzlich:

1. Zunéchst wird gepriift, ob die zu priifende Zahl a durch eine beliebige, betraglich
kleinere Primzahl p < a teilbar ist.

2. Wird eine Primzahl p gefunden ist, die ein Teiler von a ist, so wird diese Primzahl
notiert und a durch p geteilt.

3. Mit dem Ergebnis der Division wird erneut mit dem 1. Schritt begonnen. Diese
Wiederholung wird so lange fortgesetzt, bis keine weitere Aufteilung in Primzahlen
moglich ist.

Das obige Verfahren wird auch als “Primfaktorzerlegung” einer Zahl bezeichnet.
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Beispiel:

17640 = 2-8820

=2.2-4410
=2.2.2.2205
=2.2.2-3.735
=2.2.2-3.3.245
=2.2.2-3.3-5-49
=2.2.2.3-3.5-7-7

= 17640 = 2% . 3% .5'. 72

Multipliziert man alle Primfaktoren einer Zahl miteinander, wobei einzelne Faktoren
mehrfach auftreten diirfen, so erhélt man als Ergebnis wiederum die urspriingliche Zahl.
Die gleiche Methode wird auch zur Ermittlung von Primzahlen mittels Computern einge-
setzt.!

Weitere Teilbarkeitsregeln

Anhand der Ziffern einer Zahl lassen sich teilweise ebenfalls Teilbarkeitseigenschaften
direkt ablesen.?

Eine ganze Zahl ist teilbar durch

2, wenn die letzte Ziffer durch 2 teilbar ist.
3, wenn die Quersumme der Zahl durch 3 teilbar ist.
e 4, wenn die aus den beiden letzten Ziffern bestehende Zahl durch 4 teilbar ist.
5, wenn die letzte Ziffer gleich 0 oder 5 ist.
6, wenn die letzte Ziffer durch 2 und die Quersumme der Zahl durch 3 teilbar ist.
e 8 wenn die aus den drei letzten Ziffern bestehende Zahl durch 8 teilbar ist.
e 9, wenn die Quersumme der Zahl durch 9 teilbar ist.
e 10, wenn ihre letzte Ziffer gleich 0 ist.

Die Quersumme bezeichnet dabei die Summe der Ziffern einer Zahl. Beispielsweise ist die
Quersumme der Zahl 483 = 4 + 8 + 3 = 15; somit ist nach der obigen Regel 483 durch 3
teilbar. Fiir die Zahl 7 existiert keine triviale Teilbarkeitsregel.

! Der als “Sieb des Eratosthenes” bekannte Algorithmus priift dabei gemiif der obigen Methode fiir
beliebig grofie natiirliche Zahlen, ob diese bereits eine der bereits bekannten Primzahlen als Faktor enthal-
ten. Ist dies der Fall, so wird die Zahl (und ihre Vielfachen) als Nicht-Primzahl markiert und die Priifung
mit der nichsten Zahl fortgesetzt. Enthilt eine Zahl keine kleinere Primzahl als Faktor, so stellt sie eine
Primzahl dar und wird in die Liste der bekannten Primzahlen aufgenommen.

2 Der Beweis hierfiir ist beispielsweise in [Bittner1979] auf Seite 33 ff. aufgefiihrt.
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Exkurs: Zahlensysteme

Zahlen lassen sich in unterschiedlichen “Zahlensystemen” in verschiedener Form darstellen,
ohne dass sich ihre mathematische Bedeutung verdandert.

Historische Zahlensysteme

Die Kunst des Zahlens begann wohl mit der Verwendung von Strichen zur Darstellung
von Zahlen:

I, 11, T11, TI1T, TIT11, IT1000, . ..

Offensichtlich ist diese Darstellungsart fiir groftere Zahlen sehr aufwendig und uniibersicht-
lich. Ein Ziel der verschiedenen Zahlensysteme, die sich im Lauf der Zeit entwickelten, war
es somit, die jeweiligen Ziffern so miteinander zu verbinden, dass eine moglichst einfache,
iibersichtliche und/oder zweckméfige Darstellung der Zahlen ergibt. Hierbei gibt es zwei
Moglichkeiten:

e Additionssysteme: Bei Additionssystemen werden die Werte der hintereinander
gestellten Ziffern durch Addition (und gegebenenfalls durch Subtraktion) ver-
kniipft. Hierbei ist die Wahl bestimmter Symbole als Grundziffern von grund-
legender Bedeutung,

Beispiele:

— Beim “Kerbholz’-System aus mittelalterlicher Zeit wurden Symbole in ein
Stiick Holz eingeritzt, beispielsweise in folgender Form:

THT IHT IHT IHT 11T = 23

— Im romischen Additionssystem wurden folgende Grundziffern definiert:
I=1, V=5 X=10, L =50, C=100, D =500, M = 1000

Die einzelnen Ziffern einer Zahl werden in dieser Notationsweise hinterein-
ander geschrieben, wobei die grofste Ziffer {iblicherweise am Anfang steht.
Ihre Werte werden addiert. Steht jedoch I vor V oder X, X vor L oder C, C
vor D oder M, so wird der voranstehende kleinere Wert vom nachfolgenden
groferen subtrahiert, beispielsweise:!

MCMLXIX = 1969

Additionssysteme haben allgemein den Nachteil, bei grofen Zahlen schnell un-
leserlich zu werden.

e Bei Positionssystemen werden die mit einem sich durch die Position ergebenden
Stellenwert multiplizierten Werte der Ziffern addiert. Hierbei ist die Wahl der Basis
und somit die Anzahl der Ziffern von grundlegender Bedeutung,

! Die “Hilfsziffern” V, L und D werden niemals gréferen vorangestellt und kommen auch hdchstens
einmal je Zahl vor.
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Beispiele:

— Die Babylonier nutzten bevorzugt ein Zahlensystem, das auf der Zahl
60 beruhte (“Sexagesimalsystem”). Noch heute wird es fiir Zeit- und
Winkelangaben genutzt.

— An das nicht mehr verwendete “Duodezimalsystem” erinnern heute
noch im Warenhandel gebriuchliche Begriffe wie “Dutzend” (12) oder
“Gros” (144 =12 - 12).

— In der Mathematik sind weltweit Zahlensysteme mit der Basis 10 und
ihren Potenzen am weitesten verbreitet. In der Informatik spielt die
Basis 2 und ihre Potenzen eine entscheidende Rolle.

Praktisch werden heutzutage fast ausschlieklich Positionssysteme verwendet, da sich hier-
mit auch grofe Zahlen sowie Bruchzahlen mit groker Genauigkeit darstellen lassen.

Das Dezimalsystem

Das Dezimalsystem ist ein Positionssystem mit der Basis 10. Daraus ergeben sich als
Positionsfaktoren folgende Werte:

1 =10 10 =10, 100 = 102, 1000 = 103, ...

Mit diesen Positionsfaktoren (“Stellenwerten”) werden die einzelnen Ziffern einer Zahl von
rechts beginnend multipliziert.

Beispiel:
4538 =4-10°4+5-10>+3-10" +8-10°

Im umgekehrten Fall kann man eine Zahl durch wiederholte Division durch die Basis in
Form ihrer Divisionsreste darstellen:
Beispiel:
4538 =453 -10+8
453 = 45-10+ 3
45= 4-10+45
4= 0-10+4
Die Dezimalziffern der darzustellenden Zahl entsprechen den Divisionsresten, sofern diese
von unten nach oben abgelesen werden. Diese Darstellungsweise wird insbesondere bei

der Konvertierung angewendet, d.h. der Ubertragung einer Zahl aus einem Zahlensystem
in ein anderes.

Das Bindrsystem

Das Bindrsystem (auch “Dualsystem” genannt) ist ein Positionssystem mit der Basis 2.
Daraus ergeben sich als Positionsfaktoren folgende Werte:

1=202=2" 4=22 8=2% 16=2% ...
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Um eine Dezimalzahl in eine Bindrzahl umzuwandeln, wird die im vorherigen Abschnitt
beschriebene Methode der Division mit Rest angewendet. Die Binédrzahl ergibt sich aus der
Dezimalzahl durch wiederholte Division mit 2, wobei das Ergebnis an den Divisionsresten
von unten nach oben abgelesen werden kann.

Beispiel:

4538 =2269-240
2269 =1134-2+1
1134 = 567-2+0
967 = 283-2+1
283 = 141-2+41
141 = 70-2+41

0= 35-2+0

3= 17-2+1

17 = 8-2+1
8 = 4-2+0
4= 2:2+0
2= 1-2+0
1= 0-2+1

= 453819 = 1000110111010,

Um den Wechsel des Zahlensystems klar erkennbar zu machen, wird haufig die jeweilige
Zahlenbasis (2 bzw. 10) iiber einen entsprechenden Index angedeutet.

Soll im umgekehrten Fall eine Bindrzahl in eine Dezimalzahl konvertiert werden, so miis-
sen die auftretenden Ziffern mit ihren jeweiligen Positionsfaktoren multipliziert und die
Ergebnisse anschliefend aufsummiert werden.

Beispiel:
1000110111010, =1-22 4+ 0-2" +0-29 4+ 0.2 +1-2° 4 1. 27
+0-2041-2541-2'+1-2240-22+1-2'+0-2°
= (4096 + 256 + 128 4+ 32 + 16 + 8 + 2)10
= 4538

Auch wenn die langen Abfolgen von Einsen und Nullen im ersten Moment als unge-
wohnlich erscheinen, so haben sie sich insbesondere bei der Entwicklung von Computer-
Systemen als fundamental wichtig erwiesen. Auch nach dem heutigen Stand der Technik
erleichtern Binirzahlen das Speichern und Ubertragen von Daten erheblich und machen
ihre Verarbeitung mit Hilfe von Microcontrollern iiberhaupt erst moglich.

Exkurs: Komplexe Zahlen

Die Menge der komplexen Zahlen C stellt eine zusédtzliche Erweiterung der reellen Zahlen
dar. Ein urspriingliches Ziel dieser Erweiterung war es, auch die Rechenoperation des
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Wurzelziehens uneingeschriankt mit allen Zahlen des zugrunde liegenden Zahlenbereichs
ausfiihrbar zu machen, also auch Wurzeln mit negativen Argumenten zu definieren.

Um eine Losung fiir eine Wurzel mit negativem Argument angeben zu kénnen, wird formal
eine “imagindre Einheit” ¢ eingefiihrt, welche die folgende Gleichung erfiillt:

i=v—-1 (45)

Die Menge I der imaginéren Zahlen entspricht der Menge an Zahlen, die man erhilt, wenn
man die imaginire Einheit ¢ mit einem beliebigen (reellen) Vielfachen b multipliziert:

I={b-i|beRundi=+v-1}

Bildet man die Summe aus einer reellen Zahl a und einer imaginéren Zahl b - i, so erhélt
man eine komplexe Zahl z:

z=a+b-i (46)
Fiir die Menge C der komplexen Zahlen gilt entsprechend:
C={a+b-i|a,beRundi=+v—i}

Jede komplexe Zahl z setzt sich somit aus einem “Realteil” @ und einem “Imaginérteil” b-1¢
zusammen. Die Menge der reellen Zahlen R stellen dabei eine Teilmenge der komplexen
Zahlen C dar, fiir die b = 0 gilt.

Rechnen mit komplexen Zahlen

Die Rechenregeln fiir reelle Zahlen lassen sich weitgehend auf komplexe Zahlen iibertragen,
wenn man i = y/—1 beziehungsweise die dazu dquivalente Beziehung i = /—1-/—1 = —1
beachtet.

e Addiert beziehungsweise subtrahiert man zwei komplexe Zahlen z; und zs, so er-
hilt man eine neue komplexe Zahl, deren Real- und Imaginérteil gleich der Summe

beziehungsweise Differenz der Real- und Imaginérteile von z; und z, ist:
21+ 29 = (a1+bl-i)+(a2+b2-i) = (a1+a2)+(b1+bg)-i (47)
Z1 — RZ9 = (a1+bl-z’)—(a2+b2-i) = (al—a2)+(b1—b2)~i

e Multipliziert man zwei komplexe Zahlen z; und z, miteinander, so erhilt man ei-
ne neue komplexe Zahl, indem man alle Komponenten beider Zahlen miteinander
multipliziert und hierbei i = —1 setzt."

! Explizit kommt Gleichung (48) folgendermafen zustande:

zl-22:(a1+b1-i)~(a2+b2~i)
=ay-az+ay-by-i+by-az-i+by-by-i’
:(a1~a2—b1-bg)+(a1-bg+b1-a2)~i

In der letzten Zeile wurde die Beziehung i> = —1 genutzt. Zusétzlich wurden die bei der Multiplikation
entstandenen realen und imagindren Anteile sortiert und durch Klammern zusammen gefasst.
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21'222(a1+b1'i>'(a2+b2'i):(al'(lg—bl'bg)—i‘(bl'ag—i‘al'bg)'i (48)

e Dividiert man eine komplexe Zahl z; durch eine andere komplexe Zahl z5 mitein-
ander, so erhdlt man eine neue komplexe Zahl, indem man den Bruch um die so
genannte “komplex konjugierte” Zahl z5 = ay — by - i des Nenners erweitert:**

ﬁ_al‘i'bl'i_ (a1~|—b1-2')-(a2—b2-i) . ((11'@2"‘61'b2)+(bl'&2—a1'bg)'i
Z9 a2+b2-i (a2+b2-i)-(a2—b2-i) a22+622

(49)

Gaullsche Zahlenebene und Polarform

Komplexe Zahlen lassen sich zwar nicht auf einer Zahlengeraden, dafiir aber als Punkte
einer Zahlenebene (zu Ehren von Carl Friedrich Gauss auch “Gauss’sche Ebene” genannt)
darstellen, die von einer reellen und dazu senkrecht stehenden imagindren Zahlenachse
aufgespannt wird.

ot
|
T

Abb. 24: Darstellung der komplexen Zahl z = 44-3-i anhand der Gauss’schen Zahlenebene.

2 Die Multiplikation einer komplexen Zahl z = a+b-i mit ihrer komplex konjugierten Zahl z* = a—b-4
ergibt die (reelle) Zahl a® + b?:

(a+b-i)-(a—b-i)=a’+a-b-i—b-a-i—b*-i*=a®+ b

Hierbei wurde wiederum die Beziehung i> = —1 genutzt.
3 Mit Hilfe der Divisionsformel (49) kann beispielsweise auch der Kehrbruch einer komplexen Zahl
bestimmt werden. Es gilt:
1 1 1-(a—0b-1) a—b-i

z a+b-i (a+b-i)-(a—b-i) a2+b?
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Eine komplexe Zahl ldsst sich in der Gauss’schen Ebene entweder anhand ihrer Koordi-
naten (Real- und Imaginérteil) oder anhand der Lénge |z| und Richtung ¢ ihres Zeigers
bestimmen. Die Lénge des Zeigers, die vom Koordinatenursprung zum Ort der Zahl fiihrt,
ist eine nicht negative reelle Zahl:

|z| = Vz-2* = Va? + b2 (50)

Hierbei wird wiederum genutzt, dass das Produkt einer komplexen Zahl z = a + b - ¢ mit
ihrer konjugiert komplexen Zahl 2* = a — b - i gleich der reellen Zahl z - z* = a® + V?
ist. In der Gauss’schen Ebene kann die komplex konjugierte Zahl z* durch eine vertikale
Spiegelung von z an der reellen Zahlenachse bestimmt werden.

Der Zusammenhang zwischen dem Real- und Imaginérteil von z, ihrem Betrag |z| und dem
Winkel ¢ ihres Zeigers kann mittels der trigonomischen Gréfen sin und cos formuliert
werden. Es gilt:

a=|z|-cosp

b=|z| -sing
Jede komplexe Zahl kann somit neben der Koordinatenform auch in einer so genannten
“Polarform”, also iiber die Angabe ihres Betrags |z| und Winkels ¢, in folgender Weise
angegeben werden:
z=a+b-i=|z|-cosp+|z]-sing-i
beziehungsweise

z=|z|] - (cosp +1i-sinp)

... to be continued ...
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Elementare Algebra

Die Algebra kann, vereinfacht gesagt, als Lehre von den mathematischen Gleichungen
angesehen werden. In der allgemeinen Algebra werden zusétzlich auch iiber Zahlenberei-
che hinausgehende Strukturen (Mengen und Verkniipfungen zwischen ihren Elementen)
untersucht.

Gleichungen

Algebraische Aufgaben bestehen oftmals darin, eine Gleichung nach einer bestimmten
Variablen (hdufig: x) aufzulésen, also zu priifen, ob eine eindeutige Losung der Gleichung
existiert oder ob keine beziehungsweise unendlich viele Losungen auftreten kénnen.

Eigenschaften von Gleichungen

Eine Gleichung entspricht einer Aussageform, bei der zwei Terme T und T, durch die
Gleichheits-Relation = miteinander verbunden sind:

T1 == T2 (51)

Als Aussageform ist eine Variablengleichung weder wahr noch falsch. Belegt man allerdings
die Variablen mit zuldssigen Werten, so nehmen die einzelnen Terme bestimmte Werte
an — die Gleichung wird hierbei zu einer wahren oder falschen Aussage.! Ergibt sich
eine wahre Aussage, so wird die Gleichung durch die eingesetzten Zahlen erfiillt. Diese
Zahlen werden als Losungen der Gleichung bezeichnet, die Gesamtheit aller Losungen
wird Losungsmenge [ genannt.

Im einfachsten Fall entsprechen die beiden Terme T} und 75 zwei einzelnen Elementen x;
und x5 einer Menge M. Diese kdnnen entweder gleich (z; = z3) oder ungleich (z; # )
sein. Im ersten Fall stehen die Variablen z; und z, fiir das selbe Objekt.

! Tritt eine Variable in einem Term beziehungsweise in einer Gleichung mehrfach auf, so muss sie beim
Ersetzen durch einen konkreten Wert an jeder Stelle durch ein und den selben Wert ersetzt werden.

In Termen oder Gleichungen mit mehreren Variablen kénnen unterschiedliche Variablen mit beliebigen
(gleichen oder verschiedenen) Werten belegt werden.
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Losbarkeit von Gleichungen
Ob eine Gleichung l6sbar ist, hingt von der Gleichung selbst sowie von dem vorgegebenen
Variablenbereich (“Definitionsmenge” D) ab.

e Ist die Losungsmenge leer (L = (), so ist die Gleichung beziiglich D unerfiillbar.

e Ist die Losungsmenge gleich der Definitionsmenge (L = D), so ist die Gleichung
bzgl. D stets erfiillt (“allgemeingiiltig”).

e Grundsitzlich ist die Losungsmenge eine Teilmenge der Definitionsmenge (L C D).

Allgemeingiiltige Gleichungen (auch “Identitéten” genannt) werden oftmals als Rechen-
regeln verwendet, da sie unabhingig vom Wert der Variablen stets wahr sind und somit
zur Vereinfachung einzelner Terme genutzt werden konnen. Gilt ndmlich a = b, so kann
in jeder Aussage nach Belieben a durch b ersetzt werden (Ersetzbarkeits-Theorem von
Leibniz).

Ebenfalls kénnen nach diesem Prinzip auch zwei Terme, die jeweils mit einem dritten
iibereinstimmen, gleichgesetzt werden. Gilt ndmlich a = b und b = ¢, so folgt aus der
Aquivalenz der Gleichheitsrelation automatisch auch a = ¢:

a=b und b=c = a=c (52)

Bei algebraischen Aufgaben muss die Losungsmenge einer Gleichung meist erst bestimmt

werden. Als Unterscheidung zu den stets wahren Identititen werden derartige Gleichun-
gen, deren Losungsmenge erst gefunden werden muss, auch “Bestimmungsgleichungen”
genannt.

Beispiele:
e Folgende Gleichung ist fiir jede reelle Zahl z € R unerfiillbar:
r=x+1
Fiir die Losungsmenge gilt somit L = ().
e Folgende Gleichung ist fiir jede reelle Zahl = € R allgemeingiiltig:
r—x=0
Fiir die Losungsmenge gilt somit L. = R.
e Folgende Gleichung liefert nicht fiir jedes x € R eine wahre Aussage:
3-x=2-24+5

Die Losungsmenge ist somit eine Teilmenge des Definitionsbereichs. Konkret gilt
L ={5}.

Ist die Losungsmenge einer Gleichung nicht unmittelbar erkennbar, so kann diese durch
entsprechende Umformungen in eine einfacher zu l6sende Form gebracht werden.
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Aquivalentes Umformen von Gleichungen

Manchmal ldsst sich die Losungsmenge einer Gleichung durch Einsetzen von konkreten
Werten in die Variablen (“Probieren”) ermitteln. Im Allgemeinen jedoch muss man eine
Gleichung durch schrittweises Umformen 16sen. Wesentlich hierfiir ist in diesem Zusam-
menhang die Aquivalenz von Gleichungen.

Eine Gleichung heifit dquivalent (gleichwertig) zu einer anderen Gleichung, wenn beide
die gleiche Losungsmenge L bei gleicher Definitionsmenge D besitzen. Eine Umformung,
durch die eine Gleichung in eine zu ihr dquivalente Gleichung iibergeht, heifst dquivalente
Umformung. Beispielsweise diirfen aufgrund der Symmetrie der Gleichheits-Relation stets
die linke und die rechte Seite einer Gleichung vertauscht werden:

T1 = T2 <~ T2 = T1 (53)

Termumformungen, die sich nur auf eine Seite einer Gleichung auswirken, beispielsweise
Zusammenfassen und Ausmultiplizieren beziehungsweise Ausklammern von Summenter-
men sowie Kirzen und Erweitern von Bruchtermen, diirfen ebenso jederzeit vorgenommen
werden.

Addiert oder subtrahiert man auf beiden Seiten einen beliebigen Term T, so ist die neue
Gleichung dquivalent zur urspriinglichen. Der Wahrheitswert einer Gleichung bleibt auch
unverdndert, wenn beiden Seiten mit einem Term 7 # 0 multipliziert oder durch einen
solchen dividiert werden. Somit gilt:

T1:T2 <:> T1+T:T2+T
T1:T2 = Tl—T:TQ—T (54)
T1:T2 = TlT:TQT (T#O)

T1:T2 4 TliT:TQZT (T#O)

Wihrend eine Addition oder Subtraktion eines beliebigen Terms auf beiden Seiten der
Gleichung jederzeit problemlos méglich ist, ist bei der Multiplikation einer Gleichung mit
einem Term beziehungsweise der Division durch einen Term 7' stets Vorsicht geboten.
Wird hierbei die Bedingung 7" # 0 nicht beachtet, so kénnen in der neuen Gleichung zu-
sitzliche Losungen hinzukommen beziehungsweise urspriinglich giiltige Losung verschwin-
den.

Beispiele:

e Die Gleichung 2.2 — 3 =4 - x + 1 hat, wie man durch Einsetzen iiberpriifen kann,
die Losungsmenge L = {—2}. Multipliziert man beide Seiten mit x, so erhélt man
folgende Gleichung:

r-(2-x-3)=z-(4-x+1)

Die neue Gleichung hat neben der urspriinglichen Losung (—2) auch die Losung
xr = 0; die Losungsmenge der neuen Gleichung ist also L. = {—2; 0}. Somit ist die
neue Gleichung nicht dquivalent zur urspriinglichen Gleichung.

2 T ist eine Zahl oder ein Term, der fiir alle Elemente des Definitionsbereichs der Ausgangsgleichung
T, = T definiert sein muss.
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e Die Gleichung (3-2+1)-(z+2) = (2.2 —6) - (¢ +2) hat, wie man durch Einsetzen
iiberpriifen kann, die Losungsmenge I = {—7; —2}. Teilt man beide Seiten der
Gleichung durch den Term (x + 2), so erhélt man folgende Gleichung;:

3-x+1=2-2—6

Die neue Gleichung hat die Losungsmenge I = {—T7}; bei der Division ist die zweite
urspriingliche Losung x = —2 entfallen. Somit ist die neue Gleichung nicht dquiva-
lent zur urspriinglichen Gleichung.

Die dquivalenten Umformungs-Verfahren von Gleichungen beziehen sich auf die Anwen-
dung der vier grundlegenden Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division). Werden weitere Rechenoperationen (beispielsweise Potenzieren, Wurzelzie-
hen oder Logarithmieren) angewendet, sind oft zusétzliche Uberlegungen nétig.

Eine Kontrolle der Losungsmenge kann durch Einsetzen der Elemente in die Ausgangsglei-
chung (“Probe”) erfolgen. Bei einer Probe ist jede Gleichungsseite getrennt auszurechnen,
es diirfen also keine Gleichungsumformungen vorgenommen werden.

Beispiele fiir Gleichungen mit einer Variablen

Lineare Gleichungen

Bei einer linearen Gleichung tritt die Variable z nur in der ersten Potenz z' auf; sie darf
dabei nicht im Nenner stehen. Jede lineare Gleichung kann durch &quivalente Umformun-
gen in die allgemeine Form gebracht werden:

a-xz+b=0 (55)

Hierbei sind a # 0 und b beliebige Konstanten.

Um eine beliebige lineare Gleichung zu 16sen, werden zunachst durch geeignetes Addieren
beziehungsweise Subtrahieren alle die Variable x enthaltenden Terme auf die eine Seite,
alle anderen Terme auf die andere Seite der Gleichung gebracht. Auf der Seite der Glei-
chung, welche die Variable z enthélt, kann daraufhin x ausgeklammert und die gesamte
Gleichung durch den Restterm geteilt werden. Befindet sich die Gleichung bereits in der
allgemeinen Form (55), so kann direkt bestimmt werden:

a-r=-b
b

= r=-—-
a

Fiir die Losungsmenge einer linearen Gleichung gilt somit L = {—g .
Beispiel:

e Wie lautet die Losungsmenge folgender Gleichung?

1
g-x—4:0 mit r € R
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Um die Gleichung zu l6sen, sortiert man alle Variablen (im konkreten Fall alle z-
Terme) auf eine Seite der Gleichung, alle Zahlen ohne Variable auf die andere Seite.
Dividiert man dann durch den Koeffizienten der Variablen x, so erhélt man die
Losung der Gleichung:

Die Losungsmenge der Gleichung ist somit L = {12}

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

Quadratische Gleichungen

Bei einer quadratischen Gleichung tritt die Variable x in der zweiten Potenz x? und
gegebenenfalls zusitzlich in erster Potenz auf; sie darf dabei nicht im Nenner stehen. Jede
quadratische Gleichung kann durch dquivalente Umformungen in die allgemeine Form
gebracht werden:

a-2°+b-x+c=0 (56)
Hierbei sind a # 0, b und ¢ beliebige Konstanten.

Eine quadratische Gleichung hat hochstens zwei Losungen. Wie viele und welche Losungen
eine quadratische Gleichung im konkreten Fall hat, kann direkt bestimmt werden, wenn
die Gleichung in der allgemeinen Form vorliegt. Die Anzahl an Losungen ist durch den
Wert ihrer so genannten “Diskriminante” D = b?> — 4 - a - ¢ bestimmt, die anhand der
allgemeinen Gleichungsform (56) unmittelbar berechnet werden kann. Damit lassen sich
die folgenden drei Félle unterscheiden:

—b—vb2:—4-a-¢c =b+Vb?2—-4-a-c
b>0" < L:{ 2-a ’ 2-a }

p=0 & L={""} (57)

2-a

D<0 & L={}

Dieses Verfahren, anhand der Diskriminante D auf die Anzahl und die Werte der Losungen
schliefen zu kénnen, wird umgangssprachlich auch als “Mitternachtsformel” bezeichnet.'?

! Im ersten Fall (D > 0) konnen die beiden Lésungen z; und 3 mittels des Plus-Minus-Zeichens +
auch verkiirzt in folgender Form dargestellt werden:

—bEVb2—4-a-c
2-a

D>0 = T12 =

Im Fall D = 0 fallen die Losungen x; und z wegen v/D = 40 zusammen. Man spricht daher bisweilen
auch von einer “doppelten” Ldsung.

2 Die Gleichung (57) gilt, sofern mit reellen Zahlen z € R gerechnet wird. Rechnet man mit komplezen
Zahlen, so hat eine quadratische Gleichung auch im Fall D < 0 zwei Losungen. In diesem Fall gilt:

VD =/(=1)-(-D) = /& (-D) =i -V=D
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Sie lésst sich auf jede quadratische Gleichung anwenden, die in der allgemeinen Form (56)
vorliegt.

Sonderfille quadratischer Gleichungen

Liegen Spezialfille von quadratischen Gleichungen vor, so kénnen auch andere, teilweise
einfachere Losungsverfahren genutzt werden:

e Ist b =0, so liegt eine quadratische Gleichung folgender Form vor:
a-2°+c=0

Diese Gleichung kann direkt nach x aufgeldst werden:

a7 +c=0 & mp=+=+ <
a

Die Gleichung hat nur dann die beiden obigen Lésungen, wenn a und ¢ unterschied-

liche Vorzeichen haben, andernfalls ist die Losungsmenge gleich {0} (falls ¢ = 0 ist)

oder gleich der leeren Menge (falls ¢ # 0 ist).

Anschaulich ist die obige Gleichung daduch zu erkliren, dass fiir das Quadrat jeder
Zahl x stets 22 > 0 gilt. Wird nun eine Quadratzahl mit einem positiven Faktor
multipliziert, so kann man nicht eine weitere positive Zahl hinzu addieren, um als
Ergebnis den Wert Null zu erhalten.

e Ist ¢ = 0, fehlt also ein z-freier Term, so liegt eine quadratische Gleichung folgender
Form vor:

a-2>+b-x=0

Die Mitternachtsformel liefert in diesem Fall die beiden Werte 2; = 0 und 24 = —%
als Losungen. Die gleichen Losungen erhilt man, indem man auf der linken Seite

der Gleichung z als gemeinsamen Faktor ausklammert:
a-2*+b-r=0 & x-(a-7+b)=0

Da ein Produkt nur dann gleich Null ist, wenn (mindestens) einer der beiden Fak-
toren gleich Null ist, folgt aus der obigen Gleichungsform, dass entweder der z = 0
oder a - x + b = 0 gelten muss. Aus dem ersten Fall folgt x; = 0, aus dem zweiten
Fall (einer linearen Gleichung) folgt z, = —2.

e Ist a = 1, so liegt eine “normierte” quadratische Gleichung vor:

1-22+b-24+c=0

Damit ergeben sich als Losungen:

b . = =4-a-0)
1,2 2-a ! 2-a
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Jede allgemeine quadratische Gleichung mit a # 1 kann ebenfalls mittels Division
durch a ebenfalls in eine normierte Form gebracht werden. Setzt man p = g und
q = ¢, so lisst sich jede quadratische Gleichung in normierter Form darstellen:

> +p-x+qg=0 (58)

Sind p und ¢ ganze Zahlen, so lassen sich die Losungen der Gleichung bisweilen
auch schnell mit Hilfe des nach dem Mathematiker Francois Viete benannten “Satz
von Vieta” bestimmen. Hierbei wird genutzt, dass zwischen den beiden mdglichen
Losungen x; und x,, fiir die auch x; = x5 gelten kann, folgender Zusammenhang
besteht:*

r1 - To =—+q und
Ty + Ty = —p
Kennt man die moglichen ganzzahligen Faktoren der Zahl ¢, so lasst sich durch Kopf-

rechnen oftmals ein Zahlenpaar finden, das als Summe genau den negativen Wert

von p ergibt. Dieses Zahlenpaar stellt dann die gesuchten Lésungen von Gleichung
(58) dar.!

Produktform quadratischer Gleichungen

Sind x; und x5 die Lésungen einer quadratischen Gleichung, wobei auch x; = x5 zuléssig
ist, so kann diese allgemein auch in folgender Form dargestellt werden:

3 Nach der “Mitternachtsformel” (57) gilt mit a =1 und D = p? —4 - ¢:

_—p+vVD —p-VD
T -Tg = .
2 2
_(_p VD) (_p_VD
N 2 2 2 2
2 2
p\ (VD
o 2 2
2
_ ., _ D
o +4 4
2 2
_ . (P
= 3 (4 q)
= +q v
Ebenso gilt:
—p++vVD —p—+D
T+ x9 = P \/>+ P vD
2 2
_(_p VD p_VD
=—p v

4 Die “Mitternachtsformel” (57) kann selbstverstéindlich ebenso zur Losung von Gleichung (58) genutzt
werden.

44


https://de.wikipedia.org/wiki/Vieta

a-2°+b-x+c=0
=a-(x—x1) (x—29) =0

Eine solche Aufteilung einer Gleichung in mehrere lineare Faktoren wird als Linearfaktor-
zerlegung oder Produktform bezeichnet. Diese Darstellung spielt fiir quadratische Glei-
chungen nur eine untergeordnete Rolle, sie kann allerdings in niitzlicher Weise auch bei
Gleichungen hoheren Grades angewendet werden.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

Algebraische Gleichungen héheren Grades

Bei einer algebraischen Gleichung n-ten Grades tritt die Variable x in der Potenz " und
gegebenenfalls in Potenzen niederen Grades auf; sie darf dabei nicht im Nenner stehen.
Jede algebraische Gleichung kann durch dquivalente Umformungen in die allgemeine Form
gebracht werden:

Un 2" 4+ an1- 2" 4+ .. 4a-x+a=0

Der Term auf der linken Seite der obigen Gleichung, der aus einer Summe von Vielfachen
von Potenzen einer Variablen (meist ) besteht, wird allgemein als “Polynom” bezeichnet.

Algebraische Gleichungen lassen sich im Allgemeinen nur ndherungsweise mit Hilfe eines
geeigneten Computerprogramms’ losen. Eine Gleichung n-ten Grades hat dabei maximal
n Losungen. Unmittelbar rechnerisch 16sbar sind Gleichungen dritten oder hoheren Grades
jedoch dann, wenn einer der folgenden Sonderfélle vorliegt:

e Fehlt bei einer Gleichung n-ten Grades das z-freie Glied, so kann auf der linken
Gleichungsseite x ausgeklammert werden. Damit ist 21 = 0 als (erste) Losung der
Gleichung gefunden. Der verbleibende Term muss als Gleichung n — 1-ten Grades
separat gelost werden.? Beispielsweise lassen sich auf diese Weise Gleichungen dritten
Grades (“kubische Gleichungen”) auf quadratische Gleichungen zuriickfiihren, die
mit Hilfe der Mitternachtsformel gelost werden konnen.

e Treten bei einer algebraischen Gleichung vierten Grades nur gerade Exponenten
auf, d.h. gilt a - z* +b- 2% + ¢ = 0, so kann die Gleichung durch die Einfiihrung
einer neuen Variablen u = 22 auf eine quadratische Form gebracht werden. Dieses
Verfahren wird als Substitution bezeichnet. Es gilt:

4 2 N y=x? 2 N
a-z°+b-2rr+ec=0 & a-u"'+b-utc=0

! Siehe Abschnitt Computer-Algebra-Systeme.

2 Hierbei ist wiederum die Uberlegung grundlegend, dass ein Produkt nur dann gleich Null ist, wenn
(mindestens) einer der beiden Faktoren gleich Null ist. Losungen des restlichen Terms sind somit auch
Losungen der urspriinglichen Gleichung.
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Ist die neue quadratische Gleichung fiir u gelost (mit den Losungen w; und us), so
konnen anhand der Gleichung u = 2 wiederum die Losungen der urspriinglichen
Gleichung berechnet werden (“Riicksubstitution”).? Es folgt:

T12 = :I:\/ul und
T34 = T/ U

Da Potenzieren und Wurzelziehen nicht unbedingt dquivalente Umformungen einer
Gleichung darstellen, muss durch Einsetzen iiberpriift werden, ob die so gefundenen
Werte tatsdchlich Losungen der urspriinglichen Gleichung sind.

Die Substitutions-Methode ist allgemein fiir Gleichungen der Form a-2?"+b-2"+c =
0 anwendbar, wenn u = 2" eingesetzt wird.

e [st eine Losung z; einer algebraischen Gleichung héheren Grades bekannt oder kann
sie durch Ausprobieren einfach ermittelt werden, so kann die Gleichung — wie bei
einer Linearfaktorzerlegung —in ein Produkt aus (x—x1) und einem Restterm zerlegt
werden. Dieser Restterm kann in umgekehrter Weise berechnet werden, indem man
den urspriinglichen Term durch (z — z;) teilt. Es gilt somit:

(an-2" 4+ an_y- 2" "+ ... +a-n+ay): (x—2x,) = Restterm

Diese so genannte “Polynomdivision” wird nach einem &hnlichen Verfahren durch-
gefiihrt wie die schriftliche Division:

— Zunichst wird der erste Summand a, - 2" des urspriinglichen Terms durch x
geteilt. Das erste Teilergebnis a,, - 2"~ ! wird auf die rechte Seite des Istgleich-
Zeichens geschrieben.

— Das erste Teilergebnis wird mit (z — x1) multipliziert, das Ergebnis dieser
Rechnung unter den ersten Summanden des urspriinglichen Terms geschrieben
und vom urspriinglichen Term abgezogen. Zu dem sich so ergebenden Rest
werden weitere Summanden des urspriinglichen Terms hinzugenommen.

— Das Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis kein Rest mehr iibrig bleibt.*

Der Restterm hat nur noch den Grad n — 1 und kann iiblicherweise leichter ausge-
wertet werden.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

Bruch-, Produkt- und Wurzelgleichungen

Bruchgleichungen und Wurzelgleichungen stellen Gleichungstypen dar, die durch entspre-
chende Umformungen in eine algebraische Gleichung umgewandelt werden konnen.

3 Hierbei gilt zu beachten, dass fiir reelle Zahlen keine negativen Wurzeln definiert sind. Ist u; und/oder
ug negativ, so entfallen die entsprechenden Losungen.
4 Bliebe bei der Polynomdivision ein Rest iibrig, so wiire 21 keine Losung der urspriinglichen Gleichung.
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Bruchgleichungen

Als Bruchgleichung wird eine Gleichung bezeichnet, in der die Variable x mindestens
einmal im Nenner steht. Hierbei ist auf den Definitionsbereich der Gleichung zu achten,
da der Nenner eines Bruches niemals den Wert Null annehmen darf (“Definitionsliicke”).
Allgemein ist der Definitionsbereich einer Bruchgleichung gleich den reellen Zahlen ohne
die Losungen der Gleichungen, die sich ergeben, wenn man den im Nenner stehenden
x-Term bzw. die im Nenner stehende z-Terme jeweils gleich Null setzt.

Um eine Bruchgleichung zu l6sen, wendet man folgende Methode an:

1. Zunéchst werden die einzelnen Bruchterme durch passende Erweiterungen auf den
Hauptnenner gebracht — wahlweise durch Multiplikation aller Nennerterme oder
durch Bildung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nennerterme.'

2. Multipliziert man dann die Gleichung mit dem Hauptnenner N # 0, so entfallen
alle Briiche (da der Hauptnenner in allen Bruchtermen gekiirzt werden kann bezie-
hungsweise 0 - N = 0 gilt).

Die iibrig bleibenden Terme stellen oftmals eine algebraische Gleichung dar, hiufig ers-
ten oder zweiten Grades, die mit Hilfe der in den vorherigen Abschnitten beschriebenen
Verfahren gelost werden kann.

Beispiel:
e Die Losungsmenge folgender Gleichung soll bestimmt werden:

4-35—2_3-:15—1—8
r—5  r+2

Damit keiner der beiden Nenner gleich Null ist, muss x # 5 und x # —2 gelten. Zur
Losung der Gleichung werden die Terme auf beiden Seiten mit dem Hauptnenner
(x —5) - (z + 2) multipliziert. Beide Briiche kénnen anschliefend gekiirzt werden:

4-2—2)-(x—5) (z+2) B-2+8)-(x—5)(z+2)
(x —5) (x +2)

= (4-2-2) (2+2) = B3-2+8) - (x—5)

Die so gekiirzte Gleichung entspricht einer algebraischen Gleichung zweiten Grades.
Nach dem Ausmultiplizieren kann sie wie iiblich umgeformt und geldst werden:

4. 2°+8 02 —2-0—4=3-22°—-15-2+8 -2 —40

= 1-22413-24+36=0

! Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) der Nennerterme lisst sich oftmals mit weniger Rechen-
aufwand berechnen, sofern diese in Form von (Linear-)Faktoren vorliegen. Das kgV ist in diesem Fall
gleich dem Produkt der kleinsten Potenzen aller in den Nennern auftretenden Faktoren.

Eine Zerlegung der Nennerterme in mehrere (Linear-)Faktoren ist genau dann moglich, wenn bereits ei-
ne oder mehrere Definitionsliicken x; gefunden wurden. Mit Hilfe dieser Werte lassen sich die Nennerterme
jeweils als (z — ;) - Rest darstellen.
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Nach der Mitternachtsformel gilt:
D=bV—4-a-c=13%-4-1-36=25

—b+vD 1345
2.a 2

T12 =

= 1=-9 und z9=-4

Die Losungsmenge der Bruchgleichung lautet somit L = {—9, —4}.

Verhiltnisgleichungen

Ein (vergleichsweise) einfacher Sonderfall einer Bruchgleichung liegt vor, wenn die Variable
x nur ein einziges Mal auf einer Seite der Gleichung im Nenner oder Zéhler vorkommt,
beispielsweise bei % = ¢ oder allgemein 2 = %, wobei a, b und c beliebige, aber bekannte
Werte bezeichnen. Derartige Gleichungen werden als Verhéltnisgleichungen bezeichnet
und kdnnen genutzt werden, um eine unbekannte Gréfse zu berechnen, wenn drei andere
Grofken bekannt sind und sich die Zahlenverhéltnisse zwischen den Gréfen nicht dndern,

die Grofen also zueinander “proportional” sind.

Steht die Variable x bei einer Verhiltnisgleichung im Z&hler eines Terms, so geniigt es,
beide Seiten der Gleichung mit dem entsprechenden Nenner zu multiplizieren, um den
gesuchten Wert zu erhalten.
Beispiel:

e Fiir ein Brotrezept werden 500 g Mehl fiir 800 g Brot benotigt. Wieviel Gramm Mehl

wiirde man (theoretisch) benétigen, um 3000 g Brot zu backen?

Die gesuchte Mengenangabe = steht hierbei im gleichen Verhiltnis zur Zahl 3000
wie 500 zu 800, also:

500
800 3000

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit 3000, so ldsst sich der gesuchte
Wert (nach dem Kiirzen des Bruchs) unmittelbar ablesen:

~500-3000  5-3000
- 800
Fiir 3000 g Brot wéren somit 1875g Mehl nétig.

= 1875

T

Tipp: Steht die Variable z bei einer Verhéltnisgleichung im Nenner, so empfiehlt es sich,
die Briiche auf beiden Seiten der Gleichung durch ihre Kehrbriiche zu ersetzen; dadurch
hat man die Aufgabe auf die obige Form zuriickgefiihrt. Es geniigt dann wiederum, den
Zahlenterm mit dem zur Variablen gehorenden Nenner zu multiplizieren.

Produktgleichungen

Neben der obigen Form der (direkten) Proportionalitit kann es auch vorkommen, dass
eine Groke immer kleiner wird, wenn eine andere Grofe zunimmt. Beispielsweise nimmt
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die Zeit, die man fiir eine bestimmte Wegstrecke bendtigt, mit zunehmender Geschwin-
digkeit ab. Ein solcher Zusammenhang zwischen zwei Grofen x; und zo wird als indirekte
Proportionalitit bezeichnet und kann formal als Produktgleichung geschrieben werden:

T1-Xg=cC

Hierbei ist ¢ ein bekannter, konstanter Wert. Eine solche Gleichung kann nur in zwei
Féllen eindeutig gelost werden:

e wenn eine der beiden Grofsen x; oder zo ein ebenfalls bekannter Wert a ist, die
Gleichung also in der trivialen Form a -z = ¢ mit der Losung x = ¢ geschrieben
werden kann, oder

e wenn eine zweite Gleichung fiir x; oder x5 angegeben werden kann. Bei indirekten
Proportionalitidten handelt es bei dieser ebenfalls um eine (triviale) Produktglei-
chung der Form b -z, = c.

Bei vielen Aufgaben bleibt somit eine Gleichung mit nur einer Unbekannten, die allgemein
folgende Form hat:

a-b=c-zx (59)

Zur besseren Lesbarkeit wurde hierbei der Index von x weggelassen, zumal ohnehin nur
eine Grofke gesucht wird. Die Gleichung kann somit einfach gelost werden, indem durch
den Faktor c dividiert wird:
a-b
a-b=c-z & =—
c
Die gesuchte Grofe lasst sich also als Verhéltnis der {ibrigen Gréften beschreiben. Damit
stimmen Produktgleichungen formal mit Verhiltnisgleichungen iiberein, denn offensicht-
lich sind beide Gleichungsformen dquivalent:
a c a-b

—=- & r=—
x b c

Es héngt von der Aufgabenstellung ab, ob eine Gleichung eher als Produkt- oder als
Verhiltnisgleichung angegeben wird; liegt zwischen zwei untersuchten Groéfen eine direk-
te Proportionalitidt vor, so wird der Zusammenhang meist als Verhéaltnisgleichung, bei
indirekter Proportionalitit als Produktgleichung angegeben.

Die Sonderform = = ¢

Eine Sonderform der Produktgleichung (59) liegt dann vor, wenn die gesuchte Grofe x
der gegebenen Groke ¢ entsprechen soll, also die Losung fiir eine Gleichung mit folgender
Form gesucht wird:

a-b=c-c=¢ & z=c=Va-b

In diesem Fall wird z = a - b als mittlere Proportionale und z = va - b als geometrisches
Mittel von a und b bezeichnet. Formal beschreibt x dabei das mittlere Folgenglied einer
geometrischen Folge, das zwischen a und b liegt; der konstante Faktor der Folge ist hierbei

q=\/§-
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Dreisatz-Aufgaben

Wie die obigen Beispiele zeigen, lassen sich mit Verhiltnis- und Produktgleichungen so ge-
nannte “Dreisatz-Aufgaben” 16sen. Diese heifsen so, weil sie iiblicherweise in drei Schritten
gelost werden:

1. Zunéchst wird ein Bedingungssatz formuliert, der eine Aussage iiber das gegebene
Grofsenverhéltnis macht.

Beispiel: Ein Containerschiff bendtigt fiir eine Strecke von s; = 800km eine Zeit
von t; = 16 h. Der Bedingungssatz lautet also:

800km = 16h

Uber dem Ist-Gleich-Zeichen wird dabei hiufig ein Dach-Symbol geschrieben, da die
linke Seite der Gleichung mit der rechten Seite zwar in einem bestimmten Verhiltnis
seht, aber nicht mit dieser identisch ist.

2. Anschliefend wird ein Fragesatz formuliert, der die gesuchte Grofse x beinhaltet.
Der Fragesatz ergibt gemeinsam mit dem Bedingungssatz ein System zweier Glei-
chungen, die aufgrund der festen Proportionalititen als eine Verhéltnisgleichung
geschrieben werden konnen.

Beispiel: Wie lange braucht das obige Containerschiff fiir eine sy = 2500 km lange
Strecke? Der Fragesatz lautet in diesem Fall:

2500 km =7

3. Mit dem Schlufisatz wird die gesuchte Groke (x oder ?) berechnet, indem jeweils
das Verhéltnis der linken und der rechten Seiten der obigen Gleichungen gebildet
wird. Vorzugsweise teilt man dabei die zweite Gleichung durch die erste, so dass die
gesuchte Grofe im Zahler steht. Es folgt fiir das obige Beispiel:

2500 km ?

800km  16h

Aus dem Schlusssatz kann die gesuchte Grofe unmittelbar berechnet werden

~25-16h
8
= 7=50h

?

Bisweilen werden Dreisatz-Aufgaben auch gelost, indem zunéchst auf eine Einheit der
Grundgrofe “herunter gerechnet” wird; im obigen Beispiel konnte man zunédchst ausrech-
nen, wie lange das Schiff fiir eine Strecke von 1km bendtigt (Ergebnis: 0,02 Stunden).
Damit kann dann auf die gesuchte Zeit “hoch gerechnet” werden, indem man die Zeit je
Kilometer mit der gegebenen Anzahl an Kilometern multipliziert. Im Allgemeinen bedeu-
tet dieses Losungsverfahren gegeniiber der oben genannten Methode jedoch einen erhéhten
Rechenaufwand.
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Wourzelgleichungen

Als Wurzelgleichung wird eine Gleichung bezeichnet, in der die Variable x mindestens ein-
mal im Argument einer Wurzel steht. Hierbei muss gegebenenfalls der Definitionsbereich
der Variablen eingeschrinkt werden, da im Bereich der reellen Zahlen negative Wurzeln
nicht definiert sind.”

Waurzelgleichungen lassen sich iiblicherweise durch folgendes Verfahren 16sen:

1. Zunédchst wird eine Wurzel durch geeignete Umformungen isoliert, also allein auf
eine Seite der Gleichung gebracht.

2. Anschliefend werden beide Seiten der Gleichung mit dem Wurzelexponenten (bei
einer Quadratwurzel mit zwei) potenziert. Falls bei der sich ergebenden noch immer
Wurzeln auftreten, wiederholt man dieses Verfahren, bis alle Wurzeln eliminiert sind.

Die neue Gleichung entspricht oftmals einer algebraischen Gleichung, hdufig ersten oder
zweiten Grades, die mit Hilfe der in den vorherigen Abschnitten beschriebenen Verfahren
gel6st werden kann.

Da das Potenzieren mit einem geradzahligen Exponenten keine Aquivalenzumformung
darstellt, kann die umgeformte Gleichung (Schein-)Lésungen besitzen, die keine Losungen
der urspriinglichen Gleichung sind. Eine Probe durch Einsetzen der gefundenen Werte
in die urspriingliche Gleichung oder durch Vergleich der gefundenen Losungen mit dem
Definitionsbereich der Gleichung ist somit zwingend erforderlich.

Beispiel:

e Die Losungsmenge folgender Gleichung soll bestimmt werden:

Vi-z—-3-2-2+1=0

Damit unter der Wurzel kein negativer Wert steht, muss 4 - x — 3 > 0 gelten, also
x > 0,75. Zur Losung der Gleichung wird zunéchst die Wurzel isoliert, d.h. alle
iibrigen Terme auf die rechte Seite der Gleichung gebracht:

Vd-zr -3 =+2-0-1
Nun kann die Gleichung quadriert werden. Es folgt:

(Viz=3)" =2 -2-1)
4.0—-3 =4-22—4-z+1

Die quadrierte Gleichung entspricht in diesem Fall einer algebraischen Gleichung
zweiten Grades. Sie kann wie iiblich umgeformt und gel6st werden:

4-2° —8-2+4=0

4-(x—-12=0
(r—1)2=0
r=1

2 Fiir jeden unter einer Wurzel stehenden Term /7 ist die Ungleichung T > 0 zu lésen. Die Definiti-
onsmenge entspricht dann der Schnittmenge der Losungsintervalle.
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Der gefundene Wert x = 1 stellt auch, wie man durch Einsetzen leicht {iberpriifen
kann, eine Losung der urspriinglichen Gleichung dar. Somit lautet die Losungsmenge
der Wurzelgleichung L = {1}.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

Exponential- und Logarithmusgleichungen

Exponentialgleichungen

Bei Exponentialgleichungen steht die Variable z im Exponenten mindestens eines Terms.
Derartige Gleichungen sind im Allgemeinen nur ndherungsweise unter Verwendung von
Computerprogrammen lsbar.

In Spezialfillen sind Exponentialgleichungen allerdings auch bei Verwendung eines iibli-
chen Taschenrechners losbar, ndmlich dann, wenn auf beiden Seiten ausschlieflich kon-
stante Terme oder Terme der Form a”®) stehen; T'(z) soll dabei fiir einen beliebigen, von
der Variablen x abhéngigen Term stehen.

Wenn eine derartige Gleichung eine Losung besitzt, also die linke Seite der Gleichung der
rechten entspricht, dann muss ebenfalls der Logarithmus der linken und der rechten Seite
gleich sein. Dieser Rechentrick ermdglicht die Verwendung der folgenden Identitét:

log, o =

Durch das “Logarithmieren” einer Gleichung kann somit ein im Exponenten stehender,
von der Variablen x abhéngiger Term in einen gewdhnlichen Term umgewandelt werden.
Dieser kann, je nach Art des Terms, weiter vereinfacht und ausgewertet werden.

Beispiele:

e Die Losung folgender Gleichung soll bestimmt werden:
10** = 50
Das Logarithmieren beider Seiten fiihrt auf folgende Gleichung:

log,, 10** = log,, 50
. log,, 50 1,7

~
~

— =10,85
2 2 ’

Somit hat die Gleichung die Lésung = =~ 0, 85.

! Der Logarithmus log, a” ist gleich derjenigen Zahl, mit der man a potenzieren muss, um a® zu

erhalten. Offensichtlich muss man a mit x potenzieren, um a” zu erhalten. Somit ist = = log, a” fiir jede
frei wihlbare Basis a und beliebige Werte der Variablen z.
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e Die Losung folgender Gleichung soll bestimmt werden:
2x — 3275%

Das Logarithmieren beider Seiten fiihrt auf folgende Gleichung:

log, 2° = log, 3*7°*

Hierbei konnen die Rechenregeln fir Logarithmen genutzt werden. Da log, b =
c-log, b gilt, kann die Gleichung weiter vereinfacht werden:

x-logy2=(2—-5-z)-log,3
5-x-logy3+x-logy2=2-logy3
x-(5-logy3+1-log,2) =2-log,3
2 -logy 3
v 5-logy3+1-log,2

~ 0,355

Somit hat die Gleichung die Lésung = =~ 0, 355.

Tritt die Variable x sowohl im Exponenten eines Terms als auch als Basis eines anderen
Terms auf, so ist die Gleichung nur n&herungsweise mit Computerprogrammen losbar.
Besteht die Gleichung hingegen ausschlieflich aus Termen mit gleicher Basis und der
Variablen x im Exponenten, so heben sich die Exponentialterme durch das Logarithmieren
gegenseitig auf, und es konnen ausschliefslich die Exponenten verglichen werden.

Beispiel:
e Die Losungen folgender Gleichung soll bestimmt werden:

. 2_
631 — eac 10

Hierbei bezeichnet e ~ 2, 718 die Eulersche Zahl. Das Logarithmieren beider Seiten
fiihrt auf folgende Gleichung:

3 z2—10

Ine’® =lne

=3-2=2-10

Somit muss nur die sich ergebende quadratische Gleichung gelost werden. Die Lo-
sungen lassen sich in diesem Fall einfach mit dem Satz von Vieta bestimmen:

B +3-2—-10=0
=21 =-—5 und x9=2

Die Losungsmenge der Gleichung lautet somit I = {—5, +2}.

Logarithmusgleichungen

Bei Logarithmusgleichungen tritt die Variable z mindestens einmal als Argument eines
Logarithmus auf. Im Allgemeinen sind solche Gleichungen nur ndherungsweise unter Ver-
wendung von Computerprogrammen léshar.
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Logarithmusgleichungen sind — ebenso wie Exponentialgleichungen — nur dann unter Ver-
wendung eines iiblichen Taschenrechners losbar, wenn auf beiden Seiten ausschliefslich
konstante Terme oder Terme der Form log, T'(z) auftreten, wobei a die Basis des Loga-
rithmus bezeichnet und T'(x) fiir einen beliebigen, von der Variablen z abhéngigen Term
steht.

Wenn eine derartige Gleichung eine Losung besitzt, also die linke Seite der Gleichung der
rechten entspricht, dann muss die Gleichung ebenfalls gelten, wenn man eine der Basis a
des Logarithmus entsprechende Zahl mit den Termen auf beiden Seiten potenziert. Dieser
Rechentrick ermdglicht die Verwendung der folgenden Identitit:?

alogaz -7

Durch das “Exponenzieren” einer Gleichung kann somit ein im Argument eines Logarith-
mus stehender, von der Variablen x abhingiger Term in einen gewohnlichen Term umge-
wandelt werden. Dieser kann, je nach Art des Terms, weiter vereinfacht und ausgewertet
werden.

Beispiel:
e Die Losung folgender Gleichung soll bestimmt werden:

logs 2% = 4

Das Exponenzieren beider Seiten fiihrt auf folgende Gleichung:
glogs2® _ 54
z® = 625
r =625 = +25

Somit hat die Gleichung die Lésungsmenge I = {—25; 25}.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

Ungleichungen

Sind zwei Terme T} und 75 durch die Kleiner-als-Relation < oder die Grofer-als-Relation
> miteinander verbunden, so spricht man von einer Ungleichung.’

T, <1y oder T} >15 (60)

Fiir Ungleichungen gilt ebenso wie fiir Gleichungen, dass man durch Belegung der Varia-
blen mit konkreten Werten eine wahre oder falsche Aussage erhilt. Die Definitionsmenge

2 Der Logarithmus log,, z ist gleich derjenigen Zahl, mit der man a potenzieren muss, um z zu erhalten.
Offensichtlich erhiilt man somit 2, wenn man a mit dieser Zahl potenziert. Somit gilt z = '8 * fiir jede
frei wahlbare Basis a und beliebige Werte der Variablen zx.

! Eine Ungleichung der Form Ty < T}, stellt eine Vereinigung der Fille T} < Ty und T} = T5 dar.
Entsprechendes gilt fiir Ungleichungen mit der Grofer-als-Relation >.
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D einer Ungleichung ist, sofern durch die Terme 7} und 75 keine Einschriankung vorgege-
ben ist, gleich der Menge R der reellen Zahlen.

Ungleichungen konnen keine, eine, mehrere oder unendlich viele Losungen haben. Im
Allgemeinen besteht die zu bestimmende Losungsmenge IL aus so genannten Intervallen,
also aus Teilbereichen von R. Jedes Intervall hat eine untere Grenze a und eine obere
Grenze b und umfasst somit alle Zahlen a < b, die zwischen diesen Grenzen liegen.

Intervalle lassen sich auf einfache Weise durch eckige Klammern angeben. Je nachdem, ob
die Grenzen eines Intervalls noch zum Intervall gehoren sollen oder nicht, unterscheidet
man folgende Fille:

e Fiir ein geschlossenes Intervall gilt a < x <.
Man schreibt dafiir [a; b].

e Fiir ein halboffenes Intervall gilt entweder a < x < b oder a < x < b.
Man schreibt dafiir [a; b[ beziehungsweise |a; b].

e Lir ein offenes Intervall gilt a < x < b.
Man schreibt dafiir |a; b].

Losen von Ungleichungen

Ungleichungen lassen sich ebenso wie Gleichungen durch schrittweises Umformen l6sen.
Auch hierfiir spielen dquivalente Umformungen eine wesentliche Rolle. Beispielsweise las-
sen sich die linke und die rechte Seite einer Ungleichung vertauschen, wenn gleichzeitig
auch das Relationszeichen “umgedreht” wird:

<1y, & 1T5>T1

Termumformungen, die sich nur auf eine Seite einer Gleichung auswirken, beispielsweise
Zusammenfassen und Ausmultiplizieren beziehungsweise Ausklammern von Summenter-
men sowie Kirzen und Frweitern von Bruchtermen, diirfen ohne Anderung des Relati-
onszeichens jederzeit vorgenommen werden.

Eine Ungleichung bleibt zudem unveridndert, wenn man auf beiden Seiten einen beliebigen
Term T addiert oder subtrahiert.

<1y, & Ti+T<Ty+T
W<y, & TT-T<Ty—-T

Multipliziert oder dividiert man eine Gleichung mit beziehungsweise durch einen Term 7',
so muss zum einen — wie bei Gleichungen — auf die Bedingung 7' # 0 geachtet werden,
da ansonsten zusétzliche Losungen hinzukommen beziehungsweise urspriinglich giiltige
Losung verschwinden konnen. Zum anderen ist zu beachten, dass das Relationszeichen
umgedreht werden muss, wenn 7' < 0 ist. Somit gilt:

W<, & T,-T<T,-T (T >0)
h<T, & T,:T<Ty,:T (T >0)
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beziehungsweise

W<T, & T,-T>T,-T (T <0)

TW'<Ty, & T\:T>T,:T (T'<0)
Werden neben den vier grundlegenden Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division) weitere Rechenoperationen (beispielsweise Potenzieren, Wur-

zelziehen oder Logarithmieren) angewendet, so sind wiederum zusitzliche Uberlegungen
notig.

Lineare Ungleichungen

Eine Ungleichung heifst linear, wenn sie in folgender allgemeiner Form dargestellt werden
kann:

a-r+b<0 (61)

Die Losung einer linearen Ungleichung ist x < —g, falls a > 0 ist. Wenn andernfalls
a < 0 gilt, so ist die Losung x > —g.
(Die Division durch eine negative Zahl dreht das Ungleichungszeichen um.)

Beispiel:
e Fiir welche z-Werte gilt die folgende Ungleichung?

3rx—4<-5-2+4+9
Zunichst wird die Gleichung in die allgemeine Form a - z 4+ b < 0 gebracht:
8- x—13<0

Da in diesem Fall der Koeffizient a = 8 positiv ist, folgt mit b = —13 fiir die Lésung
T < —g:
13

<_
TS

Die Ungleichung ist somit fiir alle z-Werte kleiner als 1—83 = 1,625 erfiillt.

Lost man eine lineare Ungleichung mit Papier und Bleistift, so kann es einfacher sein,
alle z-Terme auf die eine Seite und alle anderen Terme auf die andere Seite zu sortieren
und anschliefend die Ungleichung durch den Koeffizienten des xz-Terms zu teilen. Dies
funktioniert jedoch einerseits nur bei linearen Ungleichungen, andererseits verlangen auch
Computer-Algebra-Systeme wie Sympy teilweise explizit die in Gleichung (61) angegebene
Darstellung.
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Quadratische Ungleichungen

Eine Ungleichung heifit quadratisch, wenn sie in folgender allgemeiner Form dargestellt
werden kann:

a-2°+b-x+c<0 (62)

Um eine quadratische Ungleichung zu l6sen, zerlegt man den Term auf der linken Seite,
sofern moglich, in ein Produkt aus zwei Linearfaktoren. Dieses Produkt kann nur dann
negativ sein, wenn beide Faktoren unterschiedliche Vorzeichen haben. Mittels zweier Fall-
unterscheidung wird also gepriift, fiir welche xz-Werte jeweils ein Linearfaktor positiv und
der andere negativ ist; die Losung der quadratischen Ungleichung ist dann die Vereini-
gungsmenge beider Teillésungen.

Lasst sich der Term auf der linken Seite nicht in Linearfaktoren zerlegen, so ist die Unglei-
chung entweder fiir alle z-Werte wahr oder fiir alle z-Werte falsch. Welcher Fall zutrifft,
lasst sich durch ein probeweises Einsetzen eines beliebigen z-Wertes leicht ermitteln.

Betragsungleichungen

Ungleichungen, die einen in Betragszeichen stehenden Term 7' enthalten, erfordern eine
Fallunterscheidung hinsichtlich dieses Terms:

e Fiir alle z-Werte, die als Bedingung 7' > 0 erfiillen, kénnen die Betragsstriche durch
runde Klammern ersetzt werden.

e Liir alle z-Werte, die 7' < 0 zur Folge haben, werden die Betragsstriche durch runde
Klammern ersetzt und mit (—1) multipliziert.

Nach dieser Fallunterscheidung wird die verbleibende Ungleichung geltst. In beiden Fallen
ist die Teil-Losungsmenge gleich der Schnittmenge aus der Menge an x-Werten, fiir die
T > 0 beziehungsweise 7' < 0 ergibt, und der jeweiligen Losung der resultierenden Un-
gleichung. Die Gesamt-Losungsmenge ist schlieklich gleich der Vereinigungsmenge beider
Teil-Lésungsmengen.

Bruchungleichungen

Jede Bruchungleichung kann in eine der zwei folgenden Formen gebracht werden:

a a
—>0 oder —<0

; oder - (63)
Im ersten Fall ist nur dann eine Losung méglich, wenn a und b beide positiv oder beide
negativ sind. Im zweiten Fall muss entweder a negativ und b positiv sein, oder umgekehrt
a positiv und b negativ. Fiihren die sich ergebenden Fallunterscheidungen zu keinem
Ergebnis, so ist die Ungleichung nicht 16sbar.

Beispiel:
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e Fiir welche z-Werte gilt die folgende Ungleichung?

xr— 2
T+ 3

<6

Zunichst wird die Gleichung in die allgemeine Form (63) gebracht:

r—2

z+3
r—2 6-(z+3)
r+3  z+3
r—2—6-z—18

-6<0

<0

<0
T+ 3
)
LO<O
T+ 3

Die erste Moglichkeit, dass die Ungleichung erfiillt wird, besteht darin, dass der
Zahler positiv und der Nenner negativ ist. Dabei muss gelten:

—5-2—20>0 und z+3<0
—5-2>20 und =z < -3
r<—4 und z< -3

Die erste Teillosung lautet somit z < —4, da nur diese z-Werte beide Bedingungen
gleichzeitig erfiillen.

Die zweite Moglichkeit, dass die Ungleichung erfiillt wird, besteht darin, dass der
Zahler negativ und der Nenner positiv ist. Dabei muss gelten:

—5-2—20<0 und z+3>0
—5-2x2<20 und =z > -3
z>—-4 und x> -3

Die zweite Teillosung lautet somit x > —3, da nur diese z-Werte beide Bedingungen
gleichzeitig erfiillen.

Die Gesamt-Losung ist gleich der Vereinigungsmenge beider Teillésungen, also | —
o00; —4[ U |=3; o0l

Ebenso wire es moglich, die urspriingliche Gleichung ¢ < ¢ mit dem Nenner des Bruch-
terms zu multiplizieren; hierbei muss jedoch ebenso mittels einer Fallunterscheidung ge-
priift werden, fiir welche z-Werte der Nenner positiv beziehungsweise negativ ist; anschlie-
fsend muss die sich ergebende Ungleichung mittels weiterer Fallunterscheidungen gelost
werden. Der insgesamte Rechenaufwand wird durch dieses Verfahren also meist nicht ver-
ringert.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.
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Lineare Gleichungssysteme

Oftmals werden bei mathematischen Aufgaben nicht einzelne Gleichungen, sondern viel-
mehr Kombinationen von mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten betrachtet.
Damit ein solches Gleichungssystem eindeutig gelost werden kann, miissen (mindestens)
ebenso viele Gleichungen vorliegen wie Unbekannte vorhanden sind.

Sind die einzelnen Gleichungen eines Gleichungssystems linear, treten die Variablen z;
also nur erster Potenz auf, so spricht man von einem linearen Gleichungssystem.

Im einfachsten Fall besteht ein lineares Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten. Bezeichnet man diese Variablen mit x; und x5, so kann man das Glei-
chungssystem allgemein in folgender Form darstellen:

ay - 1+ aip - T2 = by
ag1 - T1 + aga - T2 = by

Die so genannten Koeffizienten a;; bis ags sind reelle Zahlen. Die erste Ziffer ihrer In-
dizes gibt jeweils die Zeilennummer, die zweite Ziffer die Spaltennummer an. b; und b,
sind ebenfalls (reelle) Konstanten. Losungen des Gleichungssystems sind alle Zahlenpaare
(x1, xq), die sowohl die erste als auch die zweite Gleichung erfiillen.

Eine einzelne Gleichung mit zwei voneinander unabhéngigen Variablen lésst sich niemals
eindeutig l6sen. Die Werte der einen Variablen lassen sich lediglich in Abhéngigkeit von
der anderen Variablen angeben, wobei im Allgemeinen unendlich viele Zahlenpaare als
Losungen existieren. Auf derartige (funktionale) Zusammenhinge wird im Rahmen der
Analysis ndher eingegangen.

Grundlegende Losungsverfahren

Ein lineares Gleichungssystem der obigen Form ldsst sich mit verschiedenen Methoden 16-
sen, die sich hinsichtlich ihres Rechenaufwands erheblich voneinander unterscheiden. Um
dies zu demonstrieren, werden die drei grundlegenden Verfahren im folgenden Abschnitt
anhand des jeweils gleichen Beispiels vorgestellt. Dabei werden die Gleichungen zur bes-
seren Ubersichtlichkeit — wie allgemein iiblich — mit rémischen Ziffern durchnummeriert.

Einsetzungsverfahren:

Eine Gleichung kann nach einer Variablen, beispielsweise x, aufgeldst werden,
und der sich ergebende Term an Stelle der entsprechenden Variablen in die
andere Gleichung eingesetzt werden. Obwohl dies einfach klingt, bringt diese
Methode den grofiten Rechenaufwand mit sich.

Beispiel:
1) : -2+ 4-x9=-2
(I1) - +3-x1+ 5-19=+36

Lost man beispielsweise die Gleichung (I) nach z; auf, so folgt:
(1) : -2y =—4-29—2
= 1 =42 -22+1
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Setzt man den resultierenden Ausdruck fiir z; in Gleichung (II) ein, so erhélt
man:

(x1)in (II): 3-(2-29+1)+ 5 29 =+36
6-22+3 + 5-x9=+436

+11-29 = +33

To = +3

Setzt man das Ergebnis x5 = 3 in Gleichung (I) ein, so folgt schlieflich:

(1‘2:3)1H(I) —2$1+4(3):—2
£C1:+7

Die Losung des Gleichungssystems ist somit (zq, x2) = (7, 3).

Das Einsetzungsverfahren ist, wie man sich leicht vorstellen kann, fiir komple-
xere Gleichungssyteme nicht ohne erheblichen Rechenaufwand anwendbar.

Gleichsetzungsverfahren:

Lést man beide Gleichungen nach einer Variablen, beispielsweise x1, auf, so
kénnen die jeweils resultierenden Terme gleichgesetzt werden. Man erhélt so-
mit eine einzelne lineare Gleichung mit nur einer Unbekannten.

Beispiel:
(1) : — 2214+ 4-29=-2
= r1=42-29+1
(II) +3I1+ 5ZL’2:+36
5
= $1=—§'$2+12

Setzt man die beiden Terme fiir x; gleich, so ergibt sich folgende Gleichung,
die gemdf der fiir lineare Gleichungen iiblichen Methode nach z, aufgeldst
werden kann:

5)
11
T py = 411
3 i) +
.1'2:+3

Setzt man das Ergebnis xo = 3 wiederum in Gleichung (I) ein, so erhilt man
wie im ersten Beispiel z; = 7 und damit als Losung (x;, z5) = (7, 3).

Auch die Gleichsetzungsmethode ist offensichtlich mit einigem Rechenaufwand
verbunden und wird daher in der Praxis nur in seltenen Fillen angewendet.

e Das Additionsverfahren:
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Werden zwei Gleichungen mit jeweils passenden Faktoren ci, co # 0 multipliziert, so
kann erreicht werden, dass die Koeffizienten einer Variablen, beispielsweise 1, einen
betraglich gleichen Wert mit unterschiedlichem Vorzeichen annehmen.

Anschliefend geht man von der Annahme aus, dass ein Zahlenpaar (x1, x2) als
Lésung des Gleichungssystems existiert. Dadurch kann beispielsweise die erste Glei-
chung zur zweiten addiert werden, da (wenn (z1, x2) die Gleichung erfiillt) auf
beiden Seiten das Gleiche addiert wird.

Beispiel:

(D) : — 211+ 4 39 = -2
(1) - + 3214+ 5 29 =+436

Wird die erste Gleichung mit 4 und die zweite Gleichung mit —5 multipliziert,
so nehmen die bei z; stehenden Koeffizienten gleiche Werte mit unterschiedlichen
Vorzeichen an.

3- (D) —6-21+12-29=—6
2 (II) : + 6-214+ 1029 =472

Unter der Annahme, dass ein Zahlenpaar (z;, z3) als Losung existiert, kann die
erste Gleichung nun zur zweiten addiert werden. Hierbei entfillt die Variable z,
und wieder ergibt sich eine einzige Gleichung mit nur einer Unbekannten:

3-(D)+2-(1I): 22 - 19 = +66
Tg = +3

Setzt man das Ergebnis x5 = 3 wiederum in Gleichung (I) ein, so erhilt man wie
im ersten Beispiel 1 = 7 und damit als Losung (21, z2) = (7, 3).

Das Additionsverfahren ist im Allgemeinen mit dem geringsten Rechenaufwand ver-
bunden und wird daher bevorzugt als grundlegende Losungsmethode angewendet.

Die wesentliche Annahme des Additionsverfahrens, dass das Gleichungssystem eine ein-
deutige Losung besitzt, trifft nicht fiir alle Gleichungsssysteme zu. Es kann dennoch auch
dann angewendet werden, wobei im Allgemeinen die folgenden Félle auftreten kénnen

e Fiihrt das Additionsverfahren auf eine Gleichung der Art 1 = 1, so entsprechen
die beiden miteinander addierten Gleichungen einer einzigen Gleichung und einem
Vielfachen dieser Gleichung. Somit liegt letztlich eine einzige Gleichung mit zwei
Unbekannten vor, die im Allgemeinen nicht eindeutig 16sbar ist, sondern unendlich
viele Zahlenpaare (x1, x2) als Losung besitzt.

e Fiihrt das Additionsverfahren auf eine Gleichung der Art 0 = 1, also einen Wider-
spruch, so existiert keine Losung fiir das Gleichungssystem. (Dies ist vergleichbar
damit, dass es beispielsweise kein x gibt, fiir das zugleich z =5 und = = 7 gilt.)

Das Additionsverfahren ist im Vergleich zum Einsetzungs- und Gleichsetzungsverfahren
meist mit erheblich weniger Rechenaufwand verbunden; es stellt zugleich die Grundlage
fiir den bei komplexeren Gleichungssystemen genutzten Gauss’schen Lésungsalgorithmus
dar.
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Der Gauss’sche Losungsalgorithmus

Besteht ein Gleichungssystem aus mehr als zwei Gleichungen (mit mehr als zwei Un-
bekannten), so wird iiblicherweise der nach Carl Iriedrich Gauss benannte Algorithmus
angewendet. Dieses Verfahren soll zundchst am Beispiel eines Gleichungssystems mit drei
Gleichungen und drei Unbekannten demonstriert werden.

Ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten hat allgemein folgende
Form:

a1 - @1 + aig - T2 + a3 - r3 = by
Ag1 - T1 + Qg - Ty + Qg - T3 = by

asy - T+ agy - Ty + agg - r3 = by

Um ein derartiges Gleichungssystem zu losen, ist es hilfreich, dieses schrittweise in eine
treppenartige Form zu bringen. Hierzu geht man nach folgendem Schema vor:

e Als erstes wird eine der Gleichungen ausgewéhlt (“Ausgangsgleichung”).

e Mittels des Additionsverfahrens wird paarweise die Ausgangsgleichung und eine der
beiden anderen Gleichungen mit passenden Faktoren multipliziert, um zu erreichen,
dass die Koeffizienten der ersten Variablen jeweils betraglich gleiche Werte mit un-
terschiedlichen Vorzeichen annehmen.

e Die Ausgangsgleichung und je eine weitere Gleichung werden paarweise addiert, um
ein Wegfallen der ersten Variablen zu erreichen.

e Das Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten ist so auf ein
Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten reduziert worden.'
Die obigen Verfahrensschritte kdénnen auf dieses erneut angewendet werden.

Der Gauss’sche Algorithmus fiihrt somit Gleichungssysteme mit vielen Gleichungen be-
ziechungsweise Unbekannten schrittweise auf Gleichungssysteme mit weniger Gleichungen
und Unbekannten zuriick, bis nur noch eine Gleichung mit einer Unbekannten {ibrig ist.
Diese Gleichung kann einfach gelést werden, und durch Einsetzen der Losung in die Aus-
gangsgleichung(en) kénnen wiederum schrittweise auch die Losungen aller anderen Unbe-
kannten miihelos berechnet werden.

Beispiel:

(I): 821+ 229+ 3-w3=+15
(II) 6'.1,‘1— 1'I2+ 7'I3:—13
(II) :  — 4 21+ 5-z9— 3-23=+21

Wahlt man in diesem Beispiel Gleichung (I) als Ausgangsgleichung und mul-
tipliziert sie mit drei, so kann man Gleichung (II) passenderweise mit Minus
vier multiplizieren, um bei beiden Gleichungen identische Koeffizienten mit
unterschiedlichem Vorzeichen fiir x; zu erreichen. In gleicher Weise kann man
Gleichung (I) unveréndert lassen und Gleichung (III) mit zwei multiplizieren,

1 Allgemein kann auf diese Weise ein Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten auf
ein Gleichungssystem mit (n — 1) Gleichungen und (n — 1) Unbekannten reduziert werden.
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um auch bei diesem Gleichungspaar identische Koeffizienten mit unterschied-
lichem Vorzeichen fiir x; zu erreichen:
—4- (I): —24-21+ 4 29— 28 23 =452

2-(III): — 821 4+10-20— 6-23=+42

Wird jeweils die Ausgangsgleichung zu den beiden anderen Gleichungen ad-
diert, so erhédlt man ein neues Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und
zwei Unbekannten. Diese werden mit rémischen Ziffern gemafl ihrer beiden
urspriinglichen Gleichungen nummeriert und als Zeichen dafiir, dass es sich
um hergeleitete Gleichungen handelt, mit einem Hochkomma markiert:

= (IT'): +10 -2y — 19 23 = 497
(111 - +12-29 — 323 =457
Um das Additionsverfahren erneut anwenden zu kénnen, miissen wiederum
beide Gleichungen mit geeigneten Faktoren multipliziert werden, um betrag-
lich gleiche Koeffizienten mit unterschiedlichen Vorzeichen fiir x5 zu erreichen.
Dazu kann die neue Ausgangsgleichung (II') mit Minus sechs und die zweite
Gleichung mit fiinf multipliziert werden:
—6- (IT') : — 6029+ 114 - 23 = —582
5. (1IT') : +60- 2o — 15-23 = +285
Eine Addition beider Gleichungen fiihrt schlieflich auf eine einzige Gleichung,
die nur noch die Variable x3 beinhaltet.
= (I1"): +99-x3 = —-297
T3 = -3
Somit ist eine eindeutige Losung fiir die Variable x3 gefunden. Um die Losun-
gen fiir die Variablen x; und x5 zu berechnen, setzt man die gefundene Lésung

zunéchst in die vorherige Ausgangsgleichung (II') ein. Damit kann x5 einfach
bestimmt werden:

(x3 = =3) in (II') : +10 29 — 19 (=3) = +97
To = —|—4
Setzt man die Losungen 3 = —3 und xy = 4 schlieflich in die erste Aus-

gangsgleichung (I) ein, so erhélt man auch die Losung fiir die letzte Variable
XT1:
(Ig == +4>

(xg—_g)} in (I): 82142 (+4) + 3-(=3) = +15

1’1:+2

Damit sind alle Variablen bestimmt. Die Losung des Gleichungssystems ist
(x1, x2, x3) = (2, 4, =3).
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Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.
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Elementare Geometrie

Die elementare Geometrie beschéftigt sich mit zwei- und dreidimensionalen Grundformen
und ihren Eigenschaften. Erstere werden in der Planimetrie, letztere in der Stereometrie
untersucht. Eine Weiterfithrung der elementaren Geometrie mit Rechenmethoden der Al-
gebra und Analysis stellt die in einem spéteren Kapitel behandelte analytische Geometrie
dar.

Grundbegriffe

Einige geometrische Gebilde treten in der Geometrie besonders hidufig und in verschiede-
nen Zusammenhingen auf. Die wichtigsten dieser Grundelemente und damit zusammen-
hingende Begriffe werden im folgenden Abschnitt zusammenfassend vorgestellt.

Punkt, Gerade, Strecke und Strahl

Punkt und Dimension

Das vielleicht grundlegendste Objekt der Geometrie ist der Punkt. Ein Punkt ist dimen-
sionslos, besitzt also keine rdumliche Ausdehnung. Die Lage eines Punktes im Raum wird
fiir gewShnlich durch Koordinaten angegeben, beispielsweise P(x, y) fiir einen Punkt im
zweidimensionalen Raum oder P(x, y, z) fiir einen Punkt im dreidimensionalen Raum.
Die Dimension eines Objekts gibt an, wieviele Raumrichtungen zur Beschreibung seiner
geometrischen Eigenschaften beriicksichtigt werden miissen.

Geraden und Halbgeraden

Eine Gerade g entspricht anschaulich einer Bahn, die sich ergibt, wenn sich ein Punkt ohne
Anderung der Richtung unbegrenzt hin- und herbewegt. Eine Gerade weist stets eine
eindeutige Richtung im Raum auf, hat jedoch im Allgemeinen keinen “Richtungssinn”,
sie besitzt also keinen klar definierten Anfang als Startpunkt und kein klar definiertes
Ende als Zielpunkt.! Vielmehr besteht jede Gerade aus einer Menge von unendlich vielen
Punkten, die sich auf der geradlinigen Bahn befinden.

! Wird einer Geraden willkiirlich ein Richtungssinn zugewiesen, so spricht man von einer “orientierten”
Geraden.
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Abb. 25: Richtung und Richtungssinn einer Gerade.

Die Richtung einer Geraden wird bereits durch die Angabe zweier auf ihr liegender Punkte
eindeutig festgelegt. Da jede Gerade stets nur entlang einer Raumrichtung verlauft, ist
ihre Dimension gleich eins.

Betrachtet man einen Punkt P, der auf einer Geraden liegt, so wird diese durch den Punkt
in zwei Halbgeraden unterteilt. Liegt ein weiterer Punkt A auf der einen, ein Punkt B
auf der anderen Halbgeraden, so schreibt man fiir beide Halbgeraden auch kurz [PA bzw.

[PB.

B I
g2 [PB

T P

Abb. 26: Darstellung einer Halbgeraden und eines Strahls.

Als Strahl bezeichnet man eine Halbgerade, der ein eindeutiger Richtungssinn zugewiesen
wird.

Eine Strecke AB entspricht der Menge aller Punkte, die sich zwischen zwei auf Punkten A
und B einer Geraden befinden; diese werden ebenfalls zur Punktmenge hinzugenommen.
Eine Strecke entspricht stets dem kiirzesten Abstand zwischen beiden Endpunkten.

Als Pfeil (oder Vektor) AB bezeichnet man eine Strecke zwischen zwei Punkten A und B,
die einen eindeutigen Richtungssinn aufweist.

B B

\

Abb. 27: Darstellung einer Strecke und eines Vektors.

Auf die Darstellung von Strecken, Vektoren und Geraden mittels Koordinaten wird im
Rahmen der analytischen Geometrie ndher eingegangen.
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Parallelitat und Winkel

Verlaufen zwei voneinander verschiedene Geraden g; und g, entlang der gleichen Richtung,
so heiflen sie zueinander parallel.” Beide Geraden haben an jeder Stelle den gleichen
Abstand a # 0 voneinander und somit keinen gemeinsamen Punkt (“Schnittpunkt”).

g2

g1

Abb. 28: Abstand a zweier paralleler Geraden g; und gs.

Der Abstand eines Punktes zu einer Geraden wird stets senkrecht zu dieser Geraden
gemessen; dies entspricht der kiirzest moglichen Strecke zwischen diesem Punkt und einem
Punkt auf der Geraden. Der Abstand zweier paralleler Geraden entspricht dem Abstand
irgendeines Punktes der einen Geraden zur anderen Geraden.

Abb. 29: Abstand a zwischen einem Punkt P und einer Geraden.

Winkel und GradmaR

Gehen zwei Strahlen von einem gemeinsamen Punkt S (“Scheitel”) aus, so bezeichnet
man den Richtungsunterschied zwischen beiden Strahlen als Winkel. Ublicherweise wer-
den Winkel mit griechischen Kleinbuchstaben symbolisiert; beschreibt der Winkel eine
Drehung des Strahls gegen den Uhrzeigersinn, so wird er positiv genannt, andernfalls ne-
gativ. Liegen auf den zwei Strahlen (auch “Winkelschenkel” genannt) die Punkte A und
B, so schreibt man auch o = <tASB.

Die Groke eines Winkels wird iiblicherweise in Grad angegeben. Ein Grad entspricht
dabei einem 360-tel einer vollen Umdrehung; wird also ein Strahl um einen Winkel von
360° gedreht, so ist er deckungsgleich mit dem urspriinglichen Strahl. Je nach Winkelgrofe
unterscheidet man folgende Winkelarten:

2 Sind zwei orientierte Geraden g; und g» zueinander parallel, so konnen sie “gleichsinnig parallel”
(Symbol: g1 11 g2) oder “antiparallel” (Symbol: g; 1| g2) zueinander verlaufen.
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g2

g1

Abb. 30: Winkel zwischen zwei Strahlen.

e Gilt 0<a< 90° so nennt man den Winkel “spitz”.
e Gilt 90 < a < 180°, so nennt man den Winkel “stumpt”.
e Gilt 180 < a < 360°, so nennt man den Winkel “liberstumpf”.

Gilt fiir einen Winkel o = 90°, so wird er als “rechter Winkel” bezeichnet, bei a = 180° wird
ein Winkel “gestreckter Winkel” genannt. Im Fall o = 360°, also einer vollen Umdrehung,
bezeichnet man den Winkel auch als “Vollwinkel”.

Fiir die Angabe von sehr kleinen Winkelgréfien sind auch die Einheiten “Winkelminute”
und “Winkelsekunde” gebrauchlich. Ein Grad entspricht 60 Winkelminuten, eine Winkel-
minute wiederum 60 Winkelsekunden. Dabei ist folgende Schreibweise iiblich:

1° = 60’
1/ — 60//

Das Bogenmal, das ebenfalls haufig fiir Winkelangaben Verwendung findet, wird im Ab-
schnitt Gradmafl und Bogenmajf ndher beschrieben.

Scheitelwinkel und Nebenwinkel

Schneiden sich zwei Geraden, so erginzen sich zwei nebeneinander liegende Winkel jeweils
zu 180. Fiir je zwei so genannte “Nebenwinkel” o und S gilt also:

ay + B1 = ag + P2 = 180°
o + By = ag + 1 = 180°

Die einander gegeniiberliegenden Winkel zweier sich schneidender Geraden heifsen “Schei-
telwinkel”. Scheitelwinkel sind paarweise stets gleich grof, es gilt also immer:

a1 = Q2

B = B2
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Abb. 31: Scheitelwinkel und Nebenwinkel zweier sich schneidender Geraden g; und gs.
Stufenwinkel und Wechselwinkel

Zeichnet man zu einer von zwei sich schneidenden Geraden eine parallel Gerade, so liegen
am zweiten Schnittpunkt identische Winkelverhéltnisse vor wie am ersten. Die Winkel,
die auf der gleichen Seite der die beiden Parallelen schneidenden Geraden liegen, heifsen
“Stufenwinkel” (oder kurz: “F”-Winkel), die einander gegeniiber liegenden Winkel “Wech-
selwinkel” (oder kurz: “Z”-Winkel).

Abb. 32: Stufenwinkel und Wechselwinkel zweier paralleler Geraden g; und gy, die von
einer weiteren Geraden g3 geschnitten werden.

In der Abbildung Stufenwinkel und Wechselwinkel sind beispielsweise 5 und (5 als Stu-
fenwinkel gleich grofs, es gilt also 8; = f3. Ebenso gilt as = a3, da es sich bei diesen
beiden Winkeln um Wechselwinkel handelt.?

3 Genau genommen gilt sogar a1 = as = a3 = ay sowie f; = B2 = B3 = B4, da es sich jeweils
paarweise um Stufen- bzw. Wechselwinkel handelt.
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Zueinander senkrechte Winkel

Stehen die Strahlen zweier Winkel senkrecht aufeinander, so sind die beiden Winkel gleich
grofs. Der Grund dafiir ist, dass die beiden aneinander liegenden $-Winkel Scheitelwinkel
darstellen, also gleich grof sind. Da die Summe der Winkel in einem Dreieck stets 180°
betragt und in beiden Dreiecken je ein Winkel gleich 90° ist, folgt aus der Gleichheit von
[ auch die Gleichheit von a.

\

Abb. 33: Gleichheit von zueinander senkrecht stehenden Winkeln.

Eine naturwissenschaftliche Anwendung dieses Zusammenhangs stellt beispielsweise das
Kraftverhaltnis an einer schiefen Ebene dar.

Planimetrie

Die Planimetrie ist das geometrische Teilgebiet, in dem Eigenschaften zweidimensionaler
Grundformen untersucht werden.

Grundkonstruktionen

Auch wenn heutzutage ausgereifte Geometrie- und Zeichenprogramme wie Geogebra oder
Inkscape frei verfiigbar und weit verbreitet sind, so sind im praktischen Einsatz oftmals
auch einfache Zeichentechniken niitzlich, die sich mit Zirkel und Lineal beziehungsweise
Geodreieck umsetzen lassen. Solche Grundkonstruktionen sind:

e Fine Strecke halbieren:

Zunichst zeichnet man von beiden Endpunkten A und B der Strecke aus je einen
Kreis mit Radius 7 > 3 - |[AB|. Beide Kreise schneiden sich in zwei Punkten S; und
S,. Die Verbindungslinie dieser beiden Schnittpunkte halbiert die Strecke AB.

e Eine Senkrechte zu einer Strecke AB errichten, die durch einen bestimmten Punkt
P auf der Strecke verlduft:
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Abb. 34: Halbierung einer Strecke durch geometrische Konstruktion.

Zunéchst zeichnet man um den Punkt P einen Kreis mit beliebigem Radius ry.
Anschliefiend zeichnet man um die beiden Schnittpunkte S; und S, zwei weitere
Kreise, jeweils mit Radius r, > r;. Die Strecke vom Punkt P zu einem der beiden
sich ergebenden Schnittpunkte S;3 und S, entspricht der gesuchten Senkrechten.

S3
X
f X X X
A Sq EP B SZ
X
S4

Abb. 35: Konstruktion einer Senkrechten zu einer Strecke durch einen bestimmten Punkt
auf der Strecke.

e Eine Senkrechte zu einer Strecke AB errichten, die durch einen externen Punkt P
verlauft:

Zunéchst zeichnet man um den Punkt P einen Kreis mit Radius 7, so dass dieser
die Strecke in den Punkten S; und Sy schneidet. Anschliessend zeichnet man um
die beiden Schnittpunkte S; und Sy zwei weitere Kreise, jeweils mit Radius o > 7.
Die Strecke vom Punkt P zu einem der beiden sich ergebenden Schnittpunkte, vor-
zugsweise zum gegeniiber liegenden Punkt S3, entspricht der gesuchten Senkrechten.

e Eine Parallele zu einer Strecke AB errichten, die durch einen externen Punkt P geht:

Zunichst zeichnet man eine vom Punkt P ausgehende Halbgerade, welche die Strecke
in einem (beliebigen) Punkt S; schneidet. Anschliefend zeichnet man um S; einen
Kreis mit Radius |PS;|. Zeichne anschliefslend vom Schnittpunkt So dieses Kreises mit
der Halbgeraden eine weitere Halbgerade durch einen anderen (beliebigen) Punkt
S3 auf der Strecke. Ein Kreis um Sz mit dem Radius |S9S3| liefert den Schnittpunkt
S4. Die Gerade entlang PS, entspricht schlieflich der gesuchten Parallele.
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Abb. 36: Konstruktion einer Senkrechten zu einer Strecke durch einen bestimmten Punkt
aullerhalb der Strecke.

Abb. 37: Konstruktion einer Parallelen zu einer Strecke.
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Hat man nicht nur einen Zirkel und ein Lineal, sondern zusétzlich ein Konstruktions-
Dreieck, so kann man auch dieses nutzen, um eine parallele Gerade zu konstruieren:
Man legt zunédchst das Dreieck mit einer Seite entlang der Geraden an; anschliefend
legt man das Lineal entlang einer der beiden anderen Dreieckseiten an. Verschiebt
man nun das Dreieck ldngs des Lineals, so kann man entlang der Dreieckseite, die ent-
lang der urspriinglichen Gerade verlief, unmittelbar eine parallel verlaufende Strecke
zeichnen.

Abb. 38: Konstruktion einer Parallelen mittels Lineal und Dreieck.

Einen Winkel halbieren:

Zunichst zeichnet man um den Scheitelpunkt des Winkels einen Kreis mit beliebi-
gem Radius, der die Winkelschenkel in den Punkten S; und S, schneidet. Um diese
zeichnet man anschliefend zwei weitere Kreise mit gleichem Radius. Der Schnitt-
punkt S3 dieser beiden Kreise liefert, verbunden mit dem Scheitelpunkt des Winkels,
die gesuchte Winkelhalbierende.

Abb. 39: Konstruktion einer Winkelhalbierenden.

Abbildungen innerhalb einer Ebene

Durch eine geometrische Abbildung entsteht aus einer Original-Figur eine neue Figur
innerhalb der gleichen Ebene (beziehungsweise innerhalb des gleichen Raumes im dreidi-
mensionalen Fall). Fasst man eine geometrische Form als Menge ihrer Punkte auf, so ist
eine geometrische Abbildung formal mit einer Abbildung von Mengen identisch.
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Ahnlichkeitsabbildungen

Bei einer Ahnlichkeitsabbildung bleibt die Form einer geometrischen Figur erhalten, ihre
Grofse dndert sich jedoch. Grundlegend ist hierbei die so genannte “zentrische Streckung”.
Um eine zentrische Streckung zu beschreiben, geht man von einem bestimmten Punkt 7 als
Streckungszentrum aus. Zeichnet man von Z aus durch jeden Punkt P einer geometrischen
Figur F' einen Strahl und zeichnet auf diesem in der jeweils A-fachen Entfernung einen
neuen Punkt P’ ein, so erhélt man eine zweite Figur F’, die gegeniiber der Original-Figur
verschoben und A-mal so grof erscheint.’

P

Abb. 40: Beispiel einer zentrischen Streckung mit A > 1.

Der Faktor A wird Skalierungsfaktor (umgangssprachlich auch als “Mafstab”) genannt.
Fiir A\ ergibt sich folgender Zusammenhang;:

P’

P =)\-7P & \=—
P

Ist A > 0, so bleibt die Orientierungsrichtung der Figur, also der Umlaufsinn ihrer Punkte,
erhalten. Gilt 1 > XA > 0, so wird die Figur verkleinert (“gestaucht”), im Fall A > 1 wird
sie vergrokert (“gestreckt”). Fiir A = 1 wird die Figur identisch auf sich selbst abgebildet.

Ist A < 0, so liegt die Bildfigur F’ im Vergleich zur Originalfigur F' auf der gegeniiber
liegenden Seite des Zentrums Z; ihre Orientierungsrichtung bleibt dabei erhalten. Gilt
|A| < 1, so wird auch hierbei die Figur verkleinert beziehungsweise im Fall [A| > 1
vergrofert.

Bei jeder Ahnlichkeitsabbildung einer Figur F' auf eine Figur F” haben einerseits alle ent-
sprechenden Strecken das gleiche Grofenverhiltnis A\, andererseits bleiben die Grofen aller
Winkel der Figur F' in der Figur F” erhalten. Beide Kriterien konnen auch genutzt werden,
um “Ahnlichkeit” als eine Relation zwischen zwei Figuren aufzufassen: Zwei Figuren F und
F’ sind genau dann einander dhnlich, wenn sie in ihren Winkeln iibereinstimmen und die
entsprechenden Strecken im gleichen Mafstab zueinander stehen. In der mathematischen
Kurzform schreibt man hierfiir F' ~ F”.

! In der analytischen Geometrie werden Skalierungen von geometrischen Objekten rechnerisch mittels
Skalierungsmatrizen beschrieben.
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Abb. 41: Beispiel einer zentrischen Streckung mit \ = —%.

Kongruenzabbildungen

Als Kongruenzabbildung oder “Bewegung” wird jede Abbildung bezeichnet, bei der die
Original-Figur und ihr Abbild in Form und Grofe {ibereinstimmen, sich also nur die Lage
der Figur im Raum verdndert. Lasst sich eine geometrische Figur durch eine beliebige
Anzahl von Bewegungen deckungsgleich in eine andere Figur iiberfiihren, so nennt man
die beiden Figuren kongruent; kongruente Figuren haben stets gleich lange Strecken und

gleich groke Winkel.?

Die vier méglichen Kongruenzabbildungen werden im Folgenden kurz aufgelistet:

Translation einer geometrischen Figur

Um eine Verschiebung (“Translation”) zu beschreiben, geht man von einem Vektor ¥/ aus,
fiir deren Lénge v = |U] gelten soll. Tragt man an jedem Punkt P einer geometrischen
Figur einen ebenso langen, zu ¢ parallelen Vektor mit P als Anfangspunkt an, so ergibt

sich zu jedem Original-Punkt ein zugehoriger Bildpunkt P’.

Abb. 42: Beispiel einer Translation.

Die sich ergebende Bildfigur F’ wird durch den Verschiebungsvektor ¢ gegeniiber der
Original-Figur F' lediglich um die Lange v in Richtung von ¢ verschoben; die Grofe, Form

und Orientierung der Figur bleiben hingegen erhalten.

2 Jede Kongruenzabbildung kann auch als eine Ahnlichkeitsabbildung mit einem Mafstab von \ =
1 aufgefasst werden. Umgekehrt ldsst sich jede Ahnlichkeitsabbildung aus einer zentrischen Streckung

und/oder einer oder mehreren Kongruenzabbildungen zusammensetzen.

P3
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Spiegelung einer geometrischen Figur an einer Geraden

Um eine Spiegelung an einer Geraden zu beschreiben, geht man von einer festen Geraden
s als Spiegelachse aus. Durch jeden Punkt P einer Figur konstruiert man eine Gerade
senkrecht zu s und bestimmt auf dieser den Bildpunkt P’ so, dass P und P’ von der
Spiegelachse s den gleichen Abstand haben und auf verschiedenen Seiten von s liegen.

S

P P3

Abb. 43: Beispiel einer Achsenspiegelung.

Der Punkt P’ wird iiblicherweise Spiegelbild von P beziiglich s bezeichnet. Bei einer
Achsenspiegelung bleibt die Form und Grofe der Figur erhalten, es dndert sich jedoch der
Umlaufsinn ihrer Punkte.

Spiegelung einer geometrischen Figur an einem Punkt

Um eine Spiegelung an einem Punkt zu beschreiben, geht man von einem festen Punkt S
als Symmetriezentrum aus. Durch jeden Punkt P einer Figur legt man dann eine Gerade
durch S und bestimmt auf dieser den Bildpunkt P’ so, dass P und P’ von S den gleichen
Abstand haben und auf verschiedenen Seiten von S liegen.

Py

PO

P3

Abb. 44: Beispiel einer Punktspiegelung.

Man kann eine Punktspiegelung ebenso als zentrische Streckung mit einem Mafsstab von
A = —1 oder als Drehung der Ebene um den Punkt s mit einem Drehwinkel von o = 180°
deuten. Bei einer Punktspiegelung bleibt somit neben der Form und Grofe einer Figur
auch ihr Umlaufsinn, also die Reihenfolge ihrer Punkte erhalten.
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Rotation einer geometrischen Figur

Um eine Drehung (“Rotation”) zu beschreiben, geht man von einem bestimmten Punkt
Z als Drehzentrum und einem festen Winkel o aus. Durch jeden Punkt P einer Figur

zeichnet man einen Kreis um den Mittelpunkt Z und bestimmt auf diesem Kreis den zu
P gehérenden Bildpunkt P’ so, dass der Winkel <tPZP’ gleich « ist.

Abb. 45: Beispiel einer Rotation.

Erfolgt die Drehung entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn, so spricht man von einem po-
sitiven Drehsinn; bei einer Drehung im Uhrzeigersinn spricht man von einem negativen
Drehsinn. Die Form und Gréfse der Figur sowie die Reihenfolge ihrer Punkte bleibt bei
einer Drehung erhalten.

Symmetrie

Als Symmetrie wird die Eigenschaft mancher geometrischer Formen bezeichnet, nach einer
bestimmten Transformation wiederum unverandert zu erscheinen.

Achsensymmetrie

Eine beliebige, quer durch eine geometrische Figur verlaufende Gerade oder Strecke wird
Transversale genannt. Lasst sich die Figur durch eine dieser Transversalen in zwei glei-
che grofte Teilfiguren aufteilen, die durch Umklappen entlang der Transversalen vollig
deckungsgleich zueinander sind, so heifit die Figur achsensymmetrisch. Die beiden Teil-
stiicke der Figur werden dabei als einander entsprechend bezeichnet und die Transversale
Symmetrieachse genannt.

Eine Figur kann auch mehrere Symmetrieachsen besitzen. Beispielsweise besitzt ein Recht-
eck zwei Symmetrieachsen, ein Kreis sogar beliebig viele.

Lassen sich zwei gleich grofie Figuren durch Umklappen um eine zwischen beiden Figu-
ren liegende Gerade s zur Deckung bringen, so bezeichnet man beide Figuren als ach-
sensymmetrisch zueinander liegend. Achsensymmetrische Figuren haben stets folgende
Eigenschaften:
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Abb. 46: Beispiel einer achsensymmetrischen Figur.

Abb. 47: Beispiel von mehrfach achsensymmetrischen Figuren.

e Einander entsprechende Punkte liegen gleich weit von der Symmetrieachse s ent-
fernt.

e Verbindungslinien zwischen einander entsprechenden Punkten stehen senkrecht auf
der Symmetrieachse.

e Einander entsprechende Geraden (sowie Strecken und ihre Verldngerungen) schnei-
den die Symmetrieachse im gleichen Punkt und im gleichen Winkel.

e Der Umlaufsinn beider Figuren ist umgekehrt, entsprechende Ecken folgen in der
einen Figur also im Uhrzeigersinn aufeinander, in der anderen entgegen dem Uhr-
zeigersinn.

Achsensymmetrische Figuren konnen ebenso als Paare von achsensymmetrisch liegenden
Figuren aufgefasst werden, deren Fliachen sich zum Teil {iberschneiden.

Punktsymmetrie

Ist eine Figur bei einer 180-Drehung um einen im Inneren gelegenen Punkt v6llig deckungs-
gleich mit sich selbst, so heifit die Figur (einfach) punktsymmetrisch. Der Drehpunkt wird
dabei als Symmetriezentrum, der Drehwinkel als Symmetriewinkel bezeichnet.

Ist eine Figur bereits nach einer Drehung um einen Winkel ¢ = 3—20 mit sich selbst de-
ckungsgleich, wobei n > 2 eine beliebige natiirliche Zahl ist, so heiftt die Figur mehrfach
punktsymmetrisch. Sie ist bei weiteren Drehungen um den Winkel ¢ stets erneut de-
ckungsgleich.
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180°

Abb. 48: Beispiel einer punktsymmetrischen Figur.
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Abb. 49: Beispiel von mehrfach punktsymmetrischen Figuren.

Lassen sich zwei gleich grofe Figuren durch eine 180-Drehung um einen zwischen beiden
Figuren liegenden Punkt S zur Deckung bringen, so bezeichnet man beide Figuren als
punktsymmetrisch zueinander liegend. Punktsymmetrische Figuren haben stets folgende
Eigenschaften:

e Einander entsprechende Punkte liegen gleich weit vom Symmetriezentrum S ent-
fernt.

e Verbindungslinien zwischen einander entsprechenden Punkten verlaufen durch das
Symmetriezentrum.

e Einander entsprechende Geraden (sowie Strecken und ihre Verldngerungen) verlau-
fen zueinander parallel.

e Der Umlaufsinn beider Figuren ist gleich, entsprechende Ecken folgen in beiden Fi-
guren also entweder im Uhrzeigersinn oder entgegen dem Uhrzeigersinn aufeinander.

Punktsymmetrische Figuren konnen ebenso als Paare von punktsymmetrisch liegenden
Figuren aufgefasst werden, deren Fliachen sich zum Teil {iberschneiden.

Dreiecke

Allgemeine Eigenschaften

Dreiecke bestehen aus den Verbindungsstrecken zwischen drei Punkten A, B und C, die
nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Die den Punkten jeweils gegeniiber liegenden
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Strecken werden kurz als a, b und ¢, die Innenwinkel als «, § und ~ bezeichnet. Die
Nebenwinkel o, * und ~* der Innenwinkel heifsen Aufsenwinkel.

Abb. 50: Aufbau eines allgemeinen Dreiecks.

Legt man durch C eine Parallele zu Strecke AB, so sind a und o sowie 3 und ' als
Wechselwinkel gleich grofs. Gemeinsam mit dem Winkel v bilden o/ und ' einen 180 °-
Winkel. Die Summe der Innenwinkel «, 8 und ~ ist somit ebenfalls stets 180 °:

a+pf+~=180° (64)

TN

(0%
B
A B

Abb. 51: Die Innenwinkel eines Dreiecks addieren sich zu 180°.

Die Aufenwinkel sind jeweils so grofs wie die Summe der beiden nicht anliegenden
Innenwinkel. Dies folgt beispielsweise fiir den Winkel a* aus Gleichung (64) wegen
a* =180° — a = B + . Insgesamt gilt:

a* =B+
fr=7+a (65)
v =a+p

Die Summe der Aufsenwinkel eines Dreiecks betrigt 360°. Weiterhin gelten in allen Drei-
ecken drei weitere Beziehungen:

e Die Summe zweier Seitenléingen ist stets grofer als die Lénge der dritten Seite. Es
gelten somit folgende Ungleichungen:

a+b>c ; b4+c>a ; c+a>0D

113



e Die Differenz zweier Seitenldngen ist stets kleiner als die Lénge der dritten Seite.
Somit gilt:

la—bl<c ; [b—c|<a ; |c—a|l<b

e In jedem Dreieck liegen die groferen Seiten den groferen Winkeln gegentiber.

Umgekehrt liegen die groferen Winkel den groferen Seiten gegeniiber. Es gilt
somit beispielsweise:

a>b = a>p

Kongruenz und Ahnlichkeit

Zwei Dreiecke sind dann kongruent, wenn sie eine der folgenden Bedingungen erfiillen:

Ubereinstimmung dreier Seiten (SSS)

Ubereinstimmung zweier Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel (SWS)

Ubereinstimmung zweier Seiten und dem der groReren Seite gegeniiber liegenden
Winkel (SSW)

Ubereinstimmung einer Seite und zweier Winkel — entweder den beiden anliegenden
Winkeln oder einem anliegenden und einem gegeniiber liegenden Winkel (WSW
beziehungsweise SWW)

Die obigen Kongruenzbedingungen werden einerseits fiir geometrische Beweise genutzt,
kénnen jedoch auch zur eindeutigen Festlegung von Dreiecken verwendet werden.

Zwei Dreiecke sind dann einander dhnlich, wenn sie eine der folgenden Bedingungen er-
fiillen:

e Gleiche Langenverhaltnisse aller drei Seiten

e Gleiche Lingenverhiltnisse zweier Seiten und Ubereinstimmung des von ihnen ein-
geschlossenen Winkels

e Gleiche Lingenverhiltnisse zweier Seiten und Ubereinstimmung des der gréheren
Seite gegeniiber liegenden Winekls

o Ubereinstimmung zweier Winkel

Beispielsweise lassen sich die Zentrische Streckung oder die Strahlensitze auf Ahnlichkei-
ten von Dreiecken zuriickfiihren.

Besondere Punkte im Dreieck

In jedem Dreieck gibt es vier besondere Punkte, die sich durch bestimmte Transversalen,
d.h. durch das Dreieck verlaufende Geraden, konstruieren lassen. Alle diese Punkte liegen
auf einer gemeinsamen Geraden, die auch “FEulersche Gerade” genannt wird.

114


https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

Der Schwerpunkt

Verbindet man jeden Eckpunkt mit dem Mittelpunkt der gegeniiber liegenden Dreiecks-
seite, so schneiden sich diese “Seitenhalbierenden” in einem gemeinsamen Punkt S, der
Schwerpunkt des Dreiecks genannt wird.

Abb. 52: Schwerpunkt eines Dreiecks.

Der Schwerpunkt teilt die Seitenhalbierenden jeweils im Verhéltnis 2 : 1. Es bestehen also
folgende Proportionen:

Der Mittelpunkt

Zeichnet man auf jeder Dreeicksseite den Mittelpunkt ein und konstruiert ausgehend
von diesem eine senkrechte Gerade zur jeweiligen Dreiecksseite, so schneiden sich diese
“Mittelsenkrechten” in einem gemeinsamen Punkt M. Dieser Punkt wird Mittelpunkt des
Dreeicks genannt und ist der Mittelpunkt des so genannten Umkreises, also des Kreises,
der durch alle Eckpunkte des Dreiecks verlduft.

C

Abb. 53: Mittelpunkt eines Dreiecks.

Der Mittelpunkt des Inkreises

Konstruiert man zu jedem Innenwinkel eines Dreiecks die Winkelhalbierende, so schnei-
den sich diese in einem gemeinsamen Punkt W. Dieser ist zugleich der Mittelpunkt des
Inkreises, also des Kreises, der alle Strecken des Dreiecks beriihrt.
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Abb. 54: Inkreis-Mittelpunkt eines Dreiecks.
Der Hohenschnittpunkt

Konstruiert man auf jeder Dreiecksseite eine Senkrechte durch den gegeniiber liegenden
Eckpunkt, so schneiden sich die drei Héhen in einem gemeinsamen Punkt H.

C
A
A B

Abb. 55: Hohenschnittpunkt eines Dreiecks.

Besondere Dreiecke

Gleichseitiges Dreieck

In einem gleichseitigen Dreieck besitzen alle Seiten die gleiche Liange. Alle Winkel betragen
60 °, die besonderen Punkte S, M, W und H sind in einem Punkt vereint.

C

Abb. 56: Grundform eines gleichseitigen Dreiecks.

Fiir die Fliache und den Umfang eines gleichseitigen Dreiecks gilt mit der Hoéhe h = 3 - V3
4

1 a
Flache = - -a-h= —-
iche 5 a 1 V3

Umfang =3 -a
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Gleichschenkliges Dreieck

In einem gleichschenkligen Dreieck besitzen die zwei Seiten a und b die gleiche Lénge.
Die beiden “Basiswinkel” a und £ sind gleich grofs. Ist ein Winkel bekannt, lassen sich die
iibrigen Winkel unmittelbar mit Hilfe der Beziehung 2 - o 4+ v = 180 bestimmen.

Abb. 57: Grundform eines gleichschenkligen Dreiecks.

Fiir die Flache und den Umfang eines gleichschenkligen Dreiecks gilt mit der Hoéhe h:
, 1
Fliache = E-c-h

Umfang =2-a+c

Rechtwinkliges Dreieck

In einem rechtwinkligen Dreieck ist ein Winkel gleich 90°, die anderen beiden Winkel o
und 8 ergeben zusammen 90 °.!

Abb. 58: Grundform eines rechtwinkligen Dreiecks.

Fiir die Fliche und den Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks gilt:*

Fléichezl-wb:l-c-h
2 2

Umfang =a+b+c

L Gilt a = 8 = 45, so spricht man von einem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck.
2 Da die Seiten a und b senkrecht aufeinander stehen, stellen sie gegenseitig Basislinie und Hohe dar.
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Der Satz von Pythagoras

Rechtwinklige Dreiecke weisen eine Besonderheit auf: Quadriert man die Lingen der Drei-
eckseiten, so entspricht die Quadratzahl ¢ der lingsten Dreieckseite (der “Hypothenuse”)
genau der Summe der Quadratzahlen a? und b* der kiirzeren Dreieckseiten (der “Kathe-
ten”).

a’ + b = (66)

Diese als “Satz des Pythagoras” bekannt gewordene Gesetzméfigkeit lasst sich graphisch
dadurch veranschaulichen, indem man entlang der Hypothenuse ¢ und den beiden Kathe-
ten a und b Quadrate mit den entsprechenden Seitenldngen zeichnet und die Flichenin-
halte miteinander vergleicht: Die Flichen der beiden kleineren Quadrate a® und 0 sind
mit dem grofen Quadrat ¢? flichengleich.

b2

Abb. 59: Veranschaulichung des Satzes von Pythagoras fiir rechtwinklige Dreiecke.

Der Satz des Pythagoras erweist sich in der Praxis als niitzlich, um zwei Bretter, Stan-
gen 0.4. mit bekannten Lingen a und b rechtwinklig zueinander anzuordnen. Lost man
Gleichung (66) nach der Liange der Verbindungslinie ¢ auf, so ergibt sich

A+ =7 = c=Va2+b
Liegen die Eckpunkte A und B exakt um ¢ = v/a? 4+ b? voneinander entfernt, so betrigt
der Winkel zwischen a und b genau 90°. Geeignet ist insbesondere das Langenverhiltnis

3:4:5, da hierbei 3% + 4% = 9 4 16 = 25 = 52 gilt; die Linge der Basis-Einheit kann frei
gewahlt werden.

Hohen- und Kathetensatz

Im rechtwinkligen Dreieck gelten dariiber hinaus zwei weitere Beziehungen:
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=TT
b
B a C

Abb. 60: Der Satz von Pythagoras als Konstruktionshilfe fiir rechte Winkel.

N
A P H.q B

Abb. 61: Der Katheten- und Héhensatz fiir rechtwinklige Dreiecke.

e Hohensatz: Das Produkt der beiden Hypothenusenteile p und ¢ , die rechts und
links der Hohe h liegen, ist gleich dem Quadrat der Hohe:

h=p-q

e Kathetensatz: Das Produkt einer Kathete ist gleich dem Produkt aus der Hypo-
thenuse ¢ und dem anliegenden Hypothenusenanteil:*

Diese beiden Gesetzméfigkeiten wurden bereits von Euklid entdeckt. Sie beruhen darauf,
dass die Dreiecke ABC und die beiden durch die Hohe h entstehenden Dreiecke AH.C
und H.BC zueinander dhnlich sind: Alle enthalten einen rechten Winkel und haben je eine
Dreiecksseite gemeinsam, zudem haben alle Dreiecke wegen Gleichung (64) den Winkel «
gemeinsam.

Aufgrund der Ahnlichkeit sind die Verhéltnisse der Seitenléingen gleich, es gilt beispiels-

weise fiir die Dreiecke H.CB und AH.C das Langenverhéltnis z_}z = %, das sich auch als

3 Der Kathetensatz von Euklid beinhaltet auch den Satz von Pythagoras. Addiert man néimlich die
beiden Gleichungen a? = ¢- ¢ und b? = ¢ - p, so erhiilt man:

a+bvi=cqtcp=c(p+q =c-c=7c?
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h? = p - q schreiben lisst und somit dem Hohensatz entspricht. Ebenso folgen die beiden
Kathetensidtze aus den Langenverhaltnissen £ = % der Dreiecke ABC und H.BC sowie

¢ = % der Dreiecke ABC und AH.C.

b p
Weitere Eigenschaften

Auf weitere Zusammenhénge in Dreiecken wird im Abschnitt Trigonometrie nédher einge-
gangen.

Vierecke

Das Quadrat

In einem Quadrat besitzen alle Seiten die gleiche Lénge. Alle Winkel betragen 90.

D C
a
A a B

Abb. 62: Grundform eines Quadrats.

Quadrate haben folgende besondere Eigenschaft:

e Jedes Rechteck ist zweifach achsensymmetrisch; die beiden Symmetrieachsen ver-
laufen jeweils senkrecht durch die Mittelpunkte der Seiten.

e Die beiden Diagonalen sind gleich lang.

Fiir die Flache und den Umfang eines Quadrats gilt:
Fliche = a - a = a®

Umfang =4 -a

Das Rechteck

In einem Rechteck besitzen die jeweils gegeniiber liegenden Seiten die gleiche Lange. Alle
Winkel betragen 90 °.

Rechtecke haben folgende besondere Eigenschaft:
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Abb. 63: Grundform eines Rechtecks.

e Jedes Rechteck ist zweifach achsensymmetrisch; die beiden Symmetrieachsen ver-
laufen jeweils senkrecht durch die Mittelpunkte der Seiten.

e Die beiden Diagonalen sind gleich lang.
Fiir die Flache und den Umfang eines Rechtecks gilt:
Flache =a-b

Umfang =2-a+2-b

Das Parallelogramm

In einem Parallelogramm besitzen die jeweils gegeniiber liegenden Seiten die gleiche Lénge.
Die jeweils gegeniiber liegenden Winkel sind betragsméfig gleich.

C

a B

Abb. 64: Grundform eines Parallelogramms.

Parallelogramme haben folgende besondere Eigenschaft:

e Jedes Parallelogramm ist punktsymmetrisch beziiglich des Schnittpunkts der beiden
Diagonalen.

e Die beiden Diagonalen halbieren sich gegenseitig.
e Je zweil benachbarte Winkel ergeben in Summe 180 °.
Fiir die Flache und den Umfang eines Parallelogramms gilt:

Flache =a-b-sina=a-h

Umfang=2-a+2-b
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Hat ein Parallelogramm vier gleich lange Seiten, so bezeichnet man es als “Rhombus”.

D C

/o
A a B

Abb. 65: Grundform eines Rhombus.

Das Trapez

Bei einem Trapez verlaufen (mindestens) zwei Seiten parallel zueinander.

B

Abb. 66: Grundform eines Trapezes.

Trapeze haben folgende besondere Eigenschaft:

e Zeichnet man mittig zwischen die beiden parallel verlaufenden Seiten a und c ei-
ne weitere parallele Strecke m zwischen den iibrigen Seiten des Vierecks ein, so
entspricht die Lange dieser als “Mittelparallele” bezeichneten Strecke dem arithme-
tischen Mittelwert der beiden parallelen Seiten:

a—+c
2

m =

Fiir die Flache und den Umfang eines Trapezes gilt:

a—+c

Fliache = h=m-h

Umfang =a+b+c+d

Auch andere Sonderformen von Vierecken haben parallel verlaufende Seiten: Rhombus,
Parallelogramm, Rechteck und Quadrat. Diese bereits beschriebenen Vierecke stellen so-
mit Sonderformen eines Trapezes dar.
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Das Drachenviereck

Bei einem Drachenviereck sind zwei aneinander anliegende Seiten a und b gleich lang;
ebenso sind die beiden iibrigen Seiten ¢ und d gleich lang.

Abb. 67; Grundform eines Drachenvierecks.

Drachenvierecke haben folgende besondere Eigenschaften:
e Jedes Drachenviereck hat senkrecht zueinander verlaufende Diagonalen.
e Jedes Drachenviereck kann in zwei gleichschenklige Dreiecke unterteilt werden
e Jedes Drachenviereck hat (mindestens) zwei gleich grofe Gegenwinkel.
e Jedes Drachenviereck ist achsensymmetrisch.

Die Kriterien eines Drachenvierecks werden auch von jedem Rhombus und jedem Quadrat
erfiillt; diese Vierecke stellen somit Sonderformen eines Drachenvierecks dar.

Regelmaliige Vielecke

Ein n-Eck, bei dem alle Seiten gleich lang und alle Innen- beziehungsweise Aufenwinkel
gleich grof sind, wird regelméfkige Vieleck genannt.

N\

\Q)
A

Abb. 68: Beispiel eines regelméfigen Vielecks

Regelméfige Vielecke haben folgende Eigenschaften:
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e Jedes regelmifige n-Eck hat jeweils n Ecken, n Seiten, n Innen- beziehungsweise
Aufenwinkel sowie @ Diagonalen.

e Jedes regelméfige n-Eck ist n-fach punktsymmetrisch.

e Um jedes regelmibige n-Eck lasst sich ein Kreis zeichnen, der durch alle Ecken
verlauft; diesen bezeichnet man als Umkreis.

e In jedes regelméfige n-Eck lasst sich ein Kreis zeichnen, der alle Seitenmitten be-
rithrt; diesen bezeichnet man als Inkreis.

e Das gemeinsame Zentrum von Um- und Inkreis ist der Mittelpunkt des Vielecks.

e Verbindet man den Mittelpunkt mit den Ecken, so erhdlt man n kongruente, gleich-
schenklige Dreiecke; diese werden auch “Bestimmungsdreiecke” genannt.

e Jeder Innenwinkel eines regelmafigen n-Ecks betrigt ”T_Q -180°.
e Jeder Aufenwinkel eines regelméfigen n-Ecks betrigt %00.

Bezeichnet die Seitenldnge mit s, den Radius des Inkreises mit r; und den Radius des
Umkreises mit 79, so gilt fiir den Umfang und die Fliche eines regelméfigen n-Ecks:

2
Fléche:g-s-rlzg.s. r%_sz

Umfang =n-s

Beliebige (auch nicht regelmébige) Vielecke haben zudem allgemein folgende Eigenschaf-
ten:

Die Summe der Innenwinkel eines n-Ecks betragt (n — 2) - 180°.

Die Summe der Aufsenwinkel eines n-Fcks betrigt stets 360 °.

Ein Innenwinkel und sein zugehoriger Aufsenwinkel betragen in Summe stets 180°
(da es sich um Nebenwinkel handelt).

Die Winkelhalbierenden eines Innenwinkels und die des zugehorigen Aufenwinkels
sind zueinander stets senkrecht.

Abb. 69: Beispiel eines unregelméafigen Vielecks
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Per Festlegung haben n-Ecke zudem keine nach innen zeigenden Ecken sowie keine ein-
ander schneidenden Seiten.

Kreis und Ellipse

Der Kreis

Jeder Kreis besitzt als Besonderheit, dass alle Punkte auf der Kreislinie gleich weit vom
Mittelpunkt M entfernt liegen.

Abb. 70: Grundform eines Kreises.

Fiir den Umfang und die Fliche eines Kreises mit Radius r gilt:

Umfang =2 -7 -r

67
Fliche = 7 - 12 (67)

Dabei wird m ~ 3, 14159265... als “Kreiszahl” bezeichnet.

Der Kreisbogen

Wird anstelle eines ganzen Kreises nur ein Teil der Kreislinie gezeichnet, so bezeichnet
man den entsprechenden Kreisteil als Kreisbogen.

Abb. 71: Der Kreisesbogen als Teil des Kreisumfangs.

Die Lénge eines Kreisbogens héngt vom Umfang des entsprechenden Kreises ab und davon,
welchen Anteil des gesamten Kreises der Kreisbogen ausmacht. Dieser Anteil wird durch
den Mittelpunktswinkel o beschrieben, wobei v = 360 einer vollen Umdrehung entspricht.
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Gilt a < 360, so steht die Kreisbogenldnge s im gleichen Verhéltnis zum Umfang 2 -7 - r
des ganzen Kreises wie a zu 360:

S . (e}
2.-m-r 360

Nach dieser Gleichung, aufgelést nach s, ergibt sich fiir die Lange des Kreisbogens:

§=——-2-7 7 (68)

Gradmal} und Bogenmal?

Der Mittelpunktswinkel « eines Kreisbogens wird gewdhnlich im Gradmafs angegeben. 360
entsprechen dabei dem vollen Kreisumfang. Betrachtet man einen Einheitskreis (Radius
r = 1), so hat in diesem Fall der Kreisumfang beziehungsweise ein geschlossener Kreisho-
gen eine Lange von s = 2. Damit kann der Mittelpunktswinkel o auch durch die Lénge
s des Kreisbogens angegeben werden, wobei 2 - m dem vollen Kreisumfang entspricht.

A

90°

[\ I

180° & 7 > 360° £ 2

1>

3-
270° = —
2

Abb. 72: Gradmaf und Bogenmaf an einem Einheitskreis (r = 1).

Fiir einen Einheitskreis kann folgende “Umrechnung” zwischen dem Gradmaf und dem
Bogenmafs verwendet werden:

3602 2.7

Um einen Winkel vom Gradmaf ins Bogenmaf umzurechnen, wird dieser durch 360 geteilt
und mit 2 - 7 multipliziert. Im umgekehrten Fall lisst sich ein Winkel vom Bogenmafs ins
Gradmaf umrechnen, indem er durch 2 - 7 geteilt und mit 360 multipliziert wird.!

Die Grundeinheit ;- des Bogenmafes wird auch als “Radiant” (1rad) bezeichnet. Ein
Radiant entspricht ungefahr einem Winkelmaf von 57, 3°.

! Gilt fiir den Radius eines Kreisbogens  # 1, so muss bei der Umrechnung des Mittelpunktswinkels o
vom Grad- ins Bogenmaf die Lange des Kreisbogens s mit dem Radius r multipliziert werden. Umgekehrt
ist bei der Umrechnung des Mittelpunktswinkels vom Bogenmaf ins Gradmafs die Kreisbogenldnge s durch
den Radius 7 zu dividieren.
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Der Kreissektor

Verbindet man einen Kreisbogen mit dem Mittelpunkt, so ergibt sich eine Fliche in Form
eines Tortenstiicks. Mathematisch wird diese Flache als Kreissektor bezeichnet.

Abb. 73: Der Kreissektor als Teil der Kreisflache.

Der Flicheninhalt eines Kreissektors entspricht — analog zum Kreisbogen — dem «a//360-
sten Anteil der Gesamt-Kreisfliche 7 - 72:

.7“'-””2

o}
Flache des Kreissektors =
ache des Kreissektors 360°

Sehnen und Tangenten

Als Kreissehne bezeichnet man eine Strecke, die zwischen zwei auf einem Kreis liegen-
den Punkten verlduft. Jede Kreissehne (mit Ausnahme des Durchmessers) unterteilt den
Kreis in zwei verschieden grofse Kreisbogen; den kleineren von beiden nennt man den zur
Sehne gehdrenden Kreisbogen. Der Winkel zwischen dem Mittelpunkt und den beiden
Endpunkten einer Sehne heifst Zentriwinkel.

Abb. 74: Kreissehne, Kreisbogen und Zentriwinkel.

Kreissehnen bringen folgende Eigenschaften mit sich:

e Die durch den Mittelpunkt des Kreises und den Mittelpunkt der Sehne verlaufende
Gerade halbiert die beiden Kreisbégen und den Zentriwinkel; sie ist Symmetrieachse
des Dreiecks, das aus den Endpunkten der Sehne und dem Kreismittelpunkt gebildet
wird.

e Sind zwei Sehnen gleich lang, so sind aufgrund der Punktsymmetrie des Kreises
auch die zugehorigen Kreisbégen, Zentriwinkel und Kreissektoren gleich grof.
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Sind zwei Sehnen unterschiedlich lang, so gehort zur grofseren Sehne der grofere
Kreisbogen sowie der grofere Zentriwinkel.

Verschiebt man eine Sekante parallel, bis sie den Kreis nur noch in einem einzigen Punkt
beriihrt, so spricht man von einer Tangente. Jede Tangente steht senkrecht auf der zum
Beriihrpunkt gehérenden Radius-Linie.

Kreiswinkel

Jeder Sehne beziehungsweise jedem Kreisbogen kann eindeutig ein Zentriwinkel zugeord-
net werden. Verbindet man die Endpunkte der Sehne mit einem beliebigen Punkt, der
auf dem “entfernten” (grofen) Kreisbogen liegt, so erhélt man so genannte “Peripherie-
Winkel”. Diese Peripherie-Winkel eines Kreisbogens sind allesamt gleich grofs; betraglich
sind sie halb so groft wie der zum Kreisbogen gehérende Zentriwinkel:

a=2-0

Abb. 75: Zentriwinkel und Peripheriewinkel

Gehoren zwei Peripheriewinkel eines Kreises zur selben Sehne, aber zu verschiedenen
Kreishogen, so betrigt die Summe beider Winkel 5 4 §* = 180°. Jede Viereck, das auf
diese Weise gebildet wird (dessen vier Ecken also auf einem gemeinsamen Umkreis liegen)
nennt man “Sehnenviereck” in einem solchen betrdgt die Summe der jeweils gegeniiber
liegenden Winkel je 180°

Der Satz des Thales

Betrégt der Zentriwinkel eines Kreisbogens 180° (was bei jedem Halbkreis der Fall ist), so
haben sédmtliche Peripheriewinkel des einen Betrag von 90 °; sie sind also rechte Winkel.

Abb. 76: Konstruktion von rechten Winkel mittels des Satzes von Thales.
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Strahlensatze
Wird ein Strahlenbiischel von zwei parallel liegenden Geraden geschnitten, so gilt: Der
1. Strahlensatz:

Die Abschnitte auf einem Strahl stehen im gleichen Verhéltnis zueinander wie
die gleich liegenden Abschnitte auf einem anderen Strahl.

Im linken Teil der Abbildung Strahlensatz 1 gilt beispielsweise:

SA

LA (69)
AB CD

Im rechten Teil gilt entsprechend:
5a _ 5¢ (70)
SD SB

Abb. 77: Der 1. Strahlensatz

Der 2. Strahlensatz:

Je zwei Parallelenabschnitte, die zwischen gleichen Strahlen liegen, stehen im
gleichen Verhéltnis zueinander wie die zugehorigen Strahlenabschnitte des sel-
ben Strahls.

Im linken Teil der Abbildung Strahlensatz 2 gilt beispielsweise:

SA _AC (71)
SB BD

Im rechten Teil gilt entsprechend:
oA (72)
SB BD

Der 3. Strahlensatz:
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Abb. 78: Der 2. Strahlensatz

Die Abschnitte auf einer Parallelen stehen im gleichen Verhéltnis zueinander
wie die zugehorigen Abschnitte auf einer anderen Parallelen.

Im linken Teil der Abbildung Strahlensatz 3 gilt beispielsweise:

AC 8 (73)
BD DF

Im rechten Teil gilt entsprechend:
AC _ DF (74)
AE BF

Abb. 79: Der 3. Strahlensatz

Trigonometrie

In der Trigonometrie werden Winkelgrofen in Dreiecken untersucht. Diese spielen in vielen
Bereichen der Mathematik und Physik eine wichtige Rolle.
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Langenverhiltnisse im rechtwinkligen Dreieck

In einem rechtwinkligen Dreieck wird die an dem betrachteten Winkel v anliegende Kathe-
te als Ankathete, die dem Winkel o gegeniiber liegende Seite als Gegenkathete bezeichnet.
Die dem rechten Winkel gegeniiber liegende Seite wird Hypothenuse genannt.

N
¥
Qo‘ Gegenkathete
Wi von «
(8%
Ankathete
von «

Abb. 80: Gegenkathete, Ankathete und Hypothenuse in einem rechtwinkligen Dreieck.

Die Langenverhiltnisse der Dreieckseiten lassen sich in Abhéngigkeit vom Winkel v aus-
driicken. Hierzu fiihrt man sin o, cos o und tan « als Kurzschreibweisen fiir Sinus, Cosinus
und Tangens ein. Diese bezeichnen folgende Seitenverhiltnisse:

Gegenkathete von «

sina =
Hypothenuse

Ankathete von « (76)
coso =
Hypothenuse

Gegenkathete von o sina
tan o = = (77)
Ankathete von @ cosa

Bisweilen definiert man zusétzlich zum Tangens auch einen so genannten “Cotangens”, der
als Kehrwert des Tangens definiert ist:

Ankathete von @ cos«
cota = = — (78)
Gegenkathete von o sin«

Die Sinus- und Cosinuswerte sind als Ldngenverhéltnis einer Kathete zur Hypothenuse, da
die Hypothenuse die ldngste Seite im rechtwinkligen Dreieck ist, stets kleiner als eins. Die
Werte des Tangens kénnen fiir 0° < o < 90° alle Werte zwischen 0 und +o0o annehmen;
fiir & = 90° ist der Tangens nicht definiert, da in diesem Fall durch cos (90°) = 0 dividiert
wiirde.

Eine weitere Eigenschaft von Sinus und Cosinus ergibt sich daraus, dass der Sinus des
Winkels a mit dem Cosinus des Winkels /3 identisch ist. Wegen a+( = 90° oder o = 90°— (3
folgt somit:

sin (B)
cos ()
cot (5)

sin (90° — a) = cos ()
cos (90° — a) = sin ()
tan (90° — a) = tan («)
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Tab. 6: Werte von Sinus, Cosinus und Tangens fiir besondere Winkel.

Q 0 30 45 60 90
sin «v 0 5 5 V2 5 V3 1
CoS & 1 % . \/g % . \/§ % 0
tan o 0 é\/g 1 V3 n.d.

Der Sinus-Satz

Jedes spitzwinklige Dreieck lésst sich durch Einzeichnen einer H6henlinie in zwei recht-
winklige Dreiecke zerlegen. Bezeichnet man den Schnittpunkt der Hohe h. mit der Strecke
c als D, so gilt fiir das Teildreieck ADC:

Abb. 81: Unterteilung eines Dreiecks zum Nachweis des Sinus-Satzes.

sin () = % he = b - sin («)
Fiir das Teildreieck DBC gilt entsprechend:
he :
sin(f) =— <&  hc=ua-sin(f)
a

Setzt man die beiden obigen Gleichungen fiir h. gleich, so erhidlt man folgende Beziehung:
b-sin () = a - sin ()

Zeichnet man alle drei Hohenlinien ein, so erhilt man jeweils eine entsprechende Gro-
fsengleichung. Formt man diese in Verhéltnisgleichungen um, so ergibt sich der folgende
“Sinussatz™

a sin(a) b sin(8) ¢ sin(y)
b sin(B) ' ¢ sin(y) a sin(a)
Der Sinussatz wird iiblicherweise weiter in eine einzige Gleichung zusammengefasst:
a b c
sin (o) sin(B)  sin(y) (79)

Die Seitenldngen eines Dreiecks stehen also im gleichen Verhiltnis zueinander wie die
Sinuswerte der jeweils gegeniiber liegenden Winkel.

Der Sinus-Satz gilt auch in stumpfwinkligen Dreiecken. Man kann ihn nutzen, um bei-
spielsweise fehlende Stiicke eines Dreiecks zu berechnen, wenn zwei Seitenlingen und ein
gegeniiber liegender Winkel oder eine Seitenldnge und zwei Winkel gegeben sind.
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Der Cosinus-Satz

In jedem Dreieck ist das Quadrat einer Seitenldnge gleich der Summe der Quadrate der
beiden anderen Seitenléngen, abziiglich dem doppelten Produkt aus diesen beiden Seiten-
langen und dem Cosinuswert des eingeschlossenen Winkels. Beispielsweise gilt fiir beliebige
Winkelwerte:

=a*+b*—2-a-b-cos () (80)

Ist v = 90°, so ist cos (7) = cos (90°) = 0, und damit ¢ = a®+b?. Der Satz von Pythagoras
ist somit ein Sonderfall des Cosinus-Satzes fiir rechtwinklige Dreiecke.

Fiir die beiden anderen Seiten a und b gilt entsprechend:
a>=b+c—2-b-c-cos(a)
V=c+a*—2-c-a-cos(B)

Man kann den Cosinus-Satz zur Konstruktion von Dreiecken nutzen, wenn entweder al-
le drei Seitenléingen oder zwei Seitenlingen und der von ihnen eingeschlossene Winkel
gegeben sind.

Beispiel:

e Welche Werte haben die Winkel eines Dreiecks, dessen Seiten ¢ = 5cm, b = 6cm
und ¢ = 7cm lang sind?

Nach dem Cosinus-Satz gilt:

D2 12— 2

a>=b+c—2-b-c-cos(a) & a=acos rte-—o
2:b-c

2 2 _ B2

VV=c"+a*—2-c-a-cos(B) < B:acos(L)
2-c-a

2 2 2

c=a*+b*—-2-a-b-cos(y) & vzacos(a;—bc>
-a-

Setzt man die gegebenen Werte ein, so erhilt man:
6% + 7% — 5
= —— | = 44,415°
Qv = acos ( 5 6.7 ,

7 +5 -6
B = acos (2—75

52+62—72
= ——— | & 78,463°
Y acos( 2.5.6 ) s

Fiir die Summe der Innenwinkel gilt erwartungsgeméf o + 8 + v = 180°.

) ~ 57,122°

Stereometrie

Die Stereometrie ist das geometrische Teilgebiet, in dem Eigenschaften dreidimensionaler
Grundformen untersucht werden. Hierbei sind fiir vielerlei Anwendungen insbesondere die
Groke des Volumens und der Oberfliche von regelméfigen Formen von Interesse.
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Das Prinzip von Cavalieri

Schneidet man zwei geometrische Kérper mit gleich groke Grundfliche und gleicher Hohe
in beliebig viele diinne “Scheiben” (wobei die Schnitte stets durch beide Korper in gleicher
Hohe verlaufen), so ist das Volumen beider Korper genau dann identisch, wenn jede dieser
“Scheiben” eine gleiche Grundfliche aufweist.

Wird beispielsweise, wie in der obigen Abbildung dargestellt, ein Stapel mit quadratischen
Karteikarten seitlich verschoben, so bleibt dadurch das Volumen des Stapels unveréndert.
Die Karten kénnten ebenso diagonal zerschnitten und in gedrehter Form aneinanderge-
reiht werden; auch in diesem Fall wiirde sich das Volumen nicht &ndern. Die einzelnen
Grundflichen miissen fiir die Anwendung des Prinzips von Cavalieri somit nicht kongruent
sein, sondern nur gleich grofe Flacheninhalte haben.

Quader, Wiirfel und Prisma

Quader und Wiirfel

In einem Quader sind im Allgemeinen alle Seitenlingen unterschiedlich lang, alle Winkel
betragen 90°. Fiir das Volumen V und die Oberfliche A eines Quaders gilt:

VQuader:a'b'C
AQuader =2 (a-b+a-c+0b-c)

Abb. 82: Grundform eines Quaders.

In einem Wiirfel — einer Sonderform eines Quaders — sind alle Seitenldngen gleich lang,
alle Winkel betragen 90°. Fiir das Volumen V und die Oberflache A eines Wiirfels gilt:

Viviictel = @ - @ - @ = @’

2
Awiirtes = 6 - a

Prismen

Fiir das Volumen V und die Oberfliche A eines Prismas gilt:
Verisma = Ac - h
A prisma = Ag1 + Ao + ...+ Ag,
Ao prisma = 2 - Ag + Anm
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Abb. 83: Grundform eines Wiirfels.

Abb. 84: Prismen mit drei-, vier-, fiinf- und sechseckigen Grundflichen.

Pyramide und Pyramidenstumpf

Fiir das Volumen V und die Oberfliche A einer Pyramide gilt:
Ag-h

3
AM,Pyramide = Al + A2 +...+ An
AO,Pyramide = AG + AM

VPyramide =

Fiir das Volumen V und die Oberfliche A eines Pyramidenstumpfes gilt:

1
VPyramidenstumpf = g h- (AG + V AG . AD + AD)

AI\/LPyramidenstumpf - Al + AQ + ...+ An
Ao Pyramidenstumpt = A + Am + Ap
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AL &

Abb. 85: Pyramiden mit einem Dreieck, einem Rechteck oder einem Quadrat als Grund-
flichen.

Abb. 86: Pyramidenstumpf einer Quadrat-Pyramide.

Kugel und Kreiszylinder

Fiir das Volumen V und die Oberfliche A einer Kugel gilt:

4
3
VKugelz_'T('r

3

2
AO,Kugel =4.-7m-r

L/

Abb. 87: Grundform einer Kugel.

Fiir das Volumen V und die Oberfliche A eines Kreiszylinders gilt:
VKreiszylinder =p- Tz -h

AM,Kreiszylinder =2-m-r-h

2
AO,Kreiszylinder =2-m-r°4+2-m-h
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Abb. 88: Grundform eines Kreiszylinders.

Kreiskegel und Kreiskegelstumpf
Fiir das Volumen V' und die Oberfliche A eines Kreiskegels gilt mit s = /72 + h?:

m-r?-h
VKrciskcgel = T

AM,Kreiskegel =mT-r-Ss
2
AO,Kreiskegel =nm-r"+mT-r-Ss

Abb. 89: Grundform eines Kreiskegels.

Fiir das Volumen V und die Oberfliche A eines Kreiskegelstumpfes gilt mit s
V(r1 —ra)? + h2:

T
2 2
VKreiskegelstumpf - g “h- (7'1 + 9 + 7y 712)

AM,Kreiskegelstumpf = S (Tl + TQ)
2 2
AO,Kreiskegelstumpf =T7" (Tl + Ty +5- (Tl + T2))
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Abb. 90: Grundform eines Kreiskegelstumpfes.

Koordinatensysteme

Koordinatensysteme haben die Aufgabe, die Lage eines Punktes in einer Ebene in iiber-
sichtlicher Weise und genau zu beschreiben. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, wie diese
Beschreibung erfolgen kann. Die zwei wichtigsten Koordinatensysteme, das kartesische
und das polare, werden in den folgenden Abschnitten kurz beschrieben.

Das kartesische Koordinatensystem

In einem so genannten kartesischen Koordinatensystem ist jeder Punkt der Ebene durch
seine Abstidnde zu den beiden Achsen festgelegt. Diese Abstinde werden durch zwei reelle
Zahlen angegeben. Dadurch entspricht jedem Punkt ein Zahlenpaar (z,y) und umgekehrt
jedem Zahlenpaar (z,y) ein Punkt P.

Abb. 91: Darstellung von Punkten in einem kartesischen Koordinatensystem.

Die z-Achse wird bisweilen auch “Abszisse”, die y-Achse “Ordinate” genannt. Auf der z-
Achse wird nach rechts positiv, nach links negativ gezihlt, auf der y-Achse nach oben
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positiv, nach unten negativ. Die Ebene des Koordinatensystems wird durch die Ach-
sen in vier Felder aufgeteilt, die “Quadranten” genannt und mit den rémischen Ziffern
I, IT, ITI und IV bezeichnet werden. In welchem Quadranten ein Punkt liegt, kann an-
hand der Vorzeichen seiner Koordinaten abgelesen werden.

Quadrant x y
I + +

11 - +

il - -

v + -

Abb. 92: Vorzeichen der Koordinaten in den vier Quadranten.

Kartesische Koordinatensysteme stellen die wohl wichtigste Grundlage fiir Punkt- und
Linien-Diagramme in der Statistik dar; sie sind ebenso zur Darstellung der Ergebnis-
mengen von Gleichungen und Ungleichungen in der Algebra sowie zur Darstellung von
Funktionen in der Analysis unentbehrlich.

Das Polarkoordinatensystem

In einem so genannten Polarkoordinatensystem ist jeder Punkt P der Ebene durch seinen
Abstand r vom Koordinatenursprung und den Winkel ¢ seiner Verbindungslinie mit dem
Koordinatenursprung und der Horizontalen eindeutig festgelegt.

Sl
e
S\

A\ :
"%?///Z/’“\\i\;\\%s..n ;
N @aannt%

7z

Abb. 93: Darstellung von Punkten in einem polaren Koordinatensystem.

Die Koordinaten r und ¢ eines Punktes in einem Polarkoordinatensystem und die Koor-
dinaten x und y des selben Punktes in einem kartesischen System lassen sich unmittelbar
ineinander umrechnen.
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Sind z und y bekannt, so gilt fiir die Polarkoordinaten r und :

= TR

tan o = Y baw. © = atan (Q)
x x

Sind im umgekehrten Fall » und ¢ bekannt, so gilt fiir die kartesischen Koordinaten z
und y:

T =7T-C0SQ
y=r-sing
Bei der Umrechnung zwischen kartesischen und polaren Koordinaten werden die drei /rigo-
nometrischen Groffen Sinus, Cosinus und Tangens verwendet. Beide Koordinatensysteme
haben Vor- und Nachteile, die je nach Art der mathematischen Aufgabenstellung iiberwie-

gen. In diesem Sinne ist kein Koordinatensystem dem anderen iiberlegen; das kartesische
wird allerdings weitaus haufiger verwendet.
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Analysis

In der Analysis werden Funktionen und ihre Eigenschaften untersucht. Funktionen, also
eindeutige Abbildungen, weisen in eindeutiger Weise eine Gréfse einer anderen Grofe zu.
Im gleichen Sinn werden eindeutige Zuordnungen zwischen zwei (oder mehreren) Grofen
auch als “funktionale Zusammenhénge” bezeichnet.

Zur Untersuchung von Funktionen zdhlen insbesondere das Steigungs- und Kriimmungs-
verhalten von Funktionsgraphen, ihr Verhalten im Unendlichen sowie die Bestimmung
von Flidcheninhalten zwischen verschiedenen Funktionsgraphen.

Eigenschaften von Funktionen

Funktionen lassen sich anhand verschiedener Eigenschaften unterteilen. Wichtige Eigen-
schaften, die dabei von Bedeutung sind, werden im folgenden Abschnitt kurz zusammen-
gefasst.!

Definitions- und Wertemenge

Die Menge an moglichen Werten, welche die Ausgangsgrofe (“Variable”) z annehmen
kann, nennt man Definitionsmenge . Entsprechend bezeichnet man die Menge an Werten,
welche die Funktion y = f(x) als Ergebnisse liefert, als Wertemenge W.

Bisweilen miissen einzelne Werte oder Intervalle aus der Definitionsmenge ausgeschlossen
werden, um ein stets eindeutiges Verhalten der Funktion zu gewéhrleisten.

Beispiele:

e Bei der gebrochen-rationalen Funktion f(z) = —*5 muss der Wert z = 1 aus der
Definitionsmenge ausgeschlossen werden, da hierbei ansonsten durch Null dividiert

wiirde.

e Bei der Wurzelfunktion f(z) = \/x miissen alle Werte von | — co; 0[ ausgeschlossen
werden, da die Wurzel nur fiir positive x-Werte definiert ist.

! In den folgenden Abschnitten werden nur Funktionen untersucht, deren Werte von nur einer (un-
abhéngigen) Variablen x abhingig sind. Bei der Analysis von Funktionen mit mehreren Verénderlichen
kann, sofern alle Variablen unabhingig voneinander sind, der Einfluss jeder Gréfse einzeln untersucht
werden.
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Funktion f

Definitionsmenge D Wertemenge W

Abb. 94: Eine Funktion weist jedem Wert der Definitionsmenge D je einen eindeutigen
Wert der Wertemenge W zu.

Einzelne aus der Definitionsmenge ausgeschlossenen Werte nennt man Definitionsliicken.
Miissen hingegen Intervalle aus der Definitionsmenge ausgeschlossen werden, so bezeichnet
man die verbleibende Definitionsmenge héufig als Definitionsbereich und gibt sie ebenfalls
als Vereinigungsmenge von Intervallen an.

Im Folgenden werden ausschliefslich “reellwertige” Funktionen untersucht, das heifst Vor-
schriften, die den reellen Werten einer (unabhéingigen) Variablen x ebenfalls reelle Werte
der (von x abhingigen) Variablen y zuweisen. Hierbei gilt, sofern keine weiteren Ein-
schrinkungen zu beachten sind, somit D = W = R.?

Darstellungen von Funktionen

Funktionen lassen sich im Allgemeinen auf drei verschiedene Arten darstellen:
e als Wertetabelle,
e als Graph in einem Koordinatensystem, und
e in Form einer Funktionsgleichung.

Wertetabellen sind dann sinnvoll, wenn einzelne Wertepaare (x, y) vorliegen, was ins-
besondere bei empirisch ermittelten (Mess-)Daten héufig der Fall ist. Bei einer grofen
Anzahl von Wertepaaren kénnen tabellarische Darstellungen jedoch — ohne die Verwen-
dung von Computern — schnell uniibersichtlich werden. Ein zweiter Nachteil liegt darin,
dass fehlende Funktionswerte zwischen zwei Wertepaaren nur durch Mittelwertbildung
(“Interpolation”) abgeschétzt werden konnen.

Bei graphischen Darstellungen werden die einzelnen Wertepaare (z, y) in eindeutiger
Weise auf Punkte eines Koordinatensystems abgebildet.? Sind die Abstéinde zwischen den
Wertepaaren nur sehr gering, so kann der funktionale Zusammenhang graphisch durch
eine Kurve veranschaulicht werden. Dies ermoglicht oftmals ein schnelles Ablesen der

2 Die Untersuchung komplexwertiger Funktionen, die erst im Mathematik-Studium behandelt wird,
bezeichnet man als “Funktionentheorie”.

3 Konkret liegt ein Punkt somit genau dann auf der Kurve einer Funktion, wenn seine Koordinaten die
Funktionsgleichung erfiillen. Erfiillen das Zahlenpaar (z,y) eines Punktes die Funktionsgleichung nicht,
so liegt er entsprechend aufserhalb des Funktionsgraphen.
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Abb. 95: Darstellung eines funktionalen Zusammenhangs mittels einer Wertetabelle.

Funktionswerte (zumindest nidherungsweise). Beispielsweise kann auf diese Weise an Os-
zilloskopen oder Kardiogrammen der zeitliche Verlauf eines elektrischen Spannungssignals
direkt beobachtet werden.*

Tagesldnge 4
201

! 1 Il | Il »

A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12  Monat

Abb. 96: Darstellung von Wertepaaren mittels eines Diagramms (Beispiel: Tageslénge im
Jahresverlauf am 50. Breitengrad).

Wie das Bild einer Funktion bei einer graphischen Darstellung konkret aussieht, hdngt
auch von der Wahl des Koordinatensystems, insbesondere von der Skalierung der Achsen
ab. Weisen beispielsweise die z- und die y-Achse unterschiedliche Skalierungen auf, so
erscheint das Funktionsbild verzerrt.

Zur rechnerischen Untersuchung einer Funktion wird die “analytische” Form, also eine
Darstellung als Funktionsgleichung bevorzugt. Eine Funktionsgleichung kann wiederum
bei Bedarf jederzeit in eine Wertetabelle oder eine graphische Form gebracht werden.
Man unterscheidet zwischen zwei Arten von Funktionsgleichungen:

e Bei der expliziten Form ist die Funktionsgleichung nach der (abhéngigen) Variablen
y aufgelost.

Beispiel:

y=2-2°-5

4 Hierbei entspricht die Zeit ¢ der Variablen. Fiir zeitabhiingige Funktionswerte wird daher hiiufig auch
y = f(t) geschrieben.
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e Bei einer impliziten Form treten die unabhingige Variable z und die abhéngige
Variable y auf der gleichen Seite der Gleichung auf; die Gleichung hat damit die
Form f(x,y) =0.

Beispiel:

2-2° —y+5=0

Nicht jede Funktion kann in einer nach y aufgelosten Form dargestellt werden, beispiels-
weise = + y + sin (y) = 0. Sofern méglich, wird im Allgemeinen die explizite Darstellungs-
form y = f(x) bevorzugt.’

Surjektivitat, Injektivitat und Bijektivitat

Die Unterscheidung von surjektiven, injektiven und bijektiven Funktionen ermdglicht eine
wichtige Einteilung von Funktionen.

e Eine Funktion heifit surjektiv, wenn jedes Element ihrer Wertemenge W mindestens
einmal als Funktionswert auftritt, also jedes Element der Wertemenge mindestens
einem Element der Definitionsmenge zugeordnet ist.

y =sinz

Abb. 97: Beispiel einer surjektiven Funktion (Sinus).

Am Diagramm einer Funktion l&sst sich diese Eigenschaft daran erkennen, dass jede
beliebige, zur z-Achse parallele Gerade den Funktionsgraph im gesamten Wertebe-
reich mindestens einmal schneidet.

Beispiel:

Die Sinus-Funktion f(z) = sin (z) mit der Definitionsmenge I = R und
der Wertemenge W = [—1; +1] ist surjektiv. Der Funktionsgraph wird
von jeder zur x-Achse parallelen Geraden zwischen y = —1 und y = 1
mindestens einmal geschnitten.

® Bisweilen wird anstelle der Schreibweise y = f(z) auch die Kurzform y(x) verwendet, um die Ab-
héngigkeit der Variablen y von der Variablen x zum Ausdruck zu bringen.
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e Eine Funktion heifst injektiv, wenn jedes Element ihrer Wertemenge W hdchstens
einmal als Funktionswert auftritt, also jedes Element der Wertemenge maximal ei-
nem Element der Definitionsmenge zugeordnet ist.

IS 4

Abb. 98: Beispiel einer injektiven Funktion (y = 27).

Am Diagramm einer Funktion l&sst sich diese Eigenschaft daran erkennen, dass jede
beliebige, zur z-Achse parallele Gerade den Funktionsgraph im gesamten Wertebe-
reich héchstens einmal schneidet.

Beispiel:

Die Funktion f(x) = 2* mit der Definitionsmenge I = R und der Werte-
menge W = R ist injektiv. Der Funktionsgraph wird von jeder zur x-Achse
parallelen Geraden im positiven Wertebereich (y > 0) genau einmal, im
negativen Wertebereich (y < 0) iiberhaupt nicht geschnitten.

e Eine Funktion heifit bijektiv, wenn jedes Element ihrer Wertemenge W genau einmal
als Funktionswert auftritt, also jedes Element der Wertemenge genau einem Element
der Definitionsmenge zugeordnet ist.’

Am Diagramm einer Funktion l&sst sich diese Eigenschaft daran erkennen, dass jede
beliebige, zur x-Achse parallele Gerade den Funktionsgraph im gesamten Wertebe-
reich genau einmal schneidet.

Beispiel:

Die Funktion f(z) = z* mit der Definitionsmenge D = R und der Werte-
menge W = R ist bijektiv; der Funktionsgraph wird von jeder zur z-Achse
parallelen Geraden im gesamten Wertebereich genau einmal geschnitten.

6 Somit ist jede bijektive Funktion sowohl surjektiv als auch injektiv.
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Abb. 99: Beispiel einer bijektiven Funktion (y = z%).

Jede surjektive oder injektive Funktion kann durch eine geeignete Einschrankung der Defi-
nitionsmenge bzw. der Wertemenge zu einer entsprechenden bijektiven Funktion gemacht
werden.’

Umkehrbarkeit einer Funktion

Eine Funktion ist eine mathematische Beschreibung dafiir, welche “Ursache” x innerhalb
eines Prozesses eine bestimmte Wirkung y hervorruft. Ein derartiger Zusammenhang ist
nur dann sinnvoll, wenn die Zuweisung eines beliebigen Wertes der Ausgangsgrofe z zu
einem Ergebniswert y = f(z) stets eindeutig ist, ein xz-Wert also nicht zwei verschiedene
y-Werte als Ergebnis liefern kann.

y=f()
Umgekehrt ist es jedoch moglich, dass verschiedene x-Werte den gleichen y-Wert als Er-
gebnis liefern.
Beispiele:

e Unterschiedliche Kérper kénnen eine gleich grofie Masse besitzen. Ein einzelner Kor-
per hingegen besitzt stets nur einen einzigen, eindeutigen Wert fiir die Grofe seiner
Masse.

" Beispielsweise kann die (surjektive) Funktion f(z) = sin (z) mit D = R und W = [—1; +1] durch eine
Einschrankung des Definitionsbereichs auf D = [—m; +] zu einer bijektiven Funktion gemacht werden.

Entsprechend kann die (injektive) Funktion f(x) = 2% mit D = R und W = R durch eine Einschrinkung
des Wertebereichs auf W = R* zu einer bijektiven Funktion gemacht werden.
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e In einem Obstladen kostet eine bestimmte Sorte Apfel (zu einem bestimmten Zeit-
punkt) einen eindeutigen Preis je Menge. Unabhiingig davon, wie viele Apfel ein
Kunde tatsichlich kauft, ist der zu zahlende Gesamtbetrag dadurch eindeutig fest-
gelegt. Der gleiche Preis je Menge kann gleichzeitig allerdings auch fiir eine andere
Obstsorte gelten.

Im Allgemeinen sind Funktionen somit nicht “umkehrbar”; es ldsst sich also nicht fiir jede
Funktion eine Zuordnung finden, die jedem beliebigen y-Wert auf eindeutige Weise einen
x-Wert zuweist. Eine Funktion besitzt diese Eigenschaft genau dann, wenn sie bijektiv ist.
Ist eine Funktion nicht bijektiv, so muss sie zuerst durch Einschrinkung ihrer Definitions-
bzw. Wertemenge zu einer bijektiven Funktion gemacht werden.

Die Umkehrfunktion fy einer Funktion f findet man, indem man die urspriingliche Funk-
tionsgleichung y = f(z) nach = aufldst und anschlieftend die Variablen z und y vertauscht.

Beispiel:

e Die Umkehrfunktion fy der Funktion f(z) = 2-x + 3 lisst sich berechnen, indem
zunichst die Funktionsgleichung nach x aufgelost wird:

1
y=2-z4+3 & x:§~(y—3)

Multipliziert man in der rechten Gleichung die Klammer aus und vertauscht die
Bezeichnungen der Variablen x und y, so folgt fiir die Umkehrfunktion fy:

_ ! 1,5
y_Qx )

Bildet man nach dem gleichen Prinzip erneut die Umkehrfunktion einer Umkehrfunktion,
so erhilt man wieder die urspriingliche Funktion zuriick.

y=2-z4+3

Abb. 100: Graph einer Funktion (y = 22+ 3) und ihrer Umkehrfunktion (y = 1-z—1,5).
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Im gleichen Koordinatensystem werden eine Funktion y = f(z) und ihre Umkehrfunktion
y = fu(y) durch einen gleichen Funktionsgraphen dargestellt, wenn lediglich die Benen-
nung der z- und y-Achse (Argument- und Funktionswerte) ausgetauscht werden. Sollen
die Bezeichnungen der x- und y-Achse hingegen bestehen bleiben, so sind die Graphen ei-
ner Funktion und ihrer Umkehrfunktion stets achsensymmetrisch zur Winkelhalbierenden
des ersten und dritten Quadranten.

Monotonie und Beschranktheit

Die Untersuchung einer Funktion auf Monotonie, Beschranktheit, Grenzwerte und Stetig-
keit ermdglicht es im Bereich der Analysis, weiter reichende Aussagen iiber die Funktion,
beispielsweise das Aussehen des Funktionsgraphen, zu treffen.

Monotonie

In gleicher Weise wie bei Zahlenfolgen stellt auch bei Funktionen die Monotonie eine
wichtige charakteristische Eigenschaft einer Funktion dar.

Gilt fiir alle Elemente x; < 25 aus dem Definitionsbereich einer Funktion auch f(z;) <
f(z2), so heifst die Funktion monoton steigend. Entsprechend heifst eine Funktion monoton
fallend, wenn fiir die Funktionswerte aller 27 < x5 die Bedingung f(x1) > f(z2) gilt. Bei
einer konstanten Funktion sind die Funktionswerte f(z) fiir alle = konstant.

Es gilt somit fiir jede Funktion f(x) und z; < za:

f(z1) < f(xg) firallen —  f(z) ist monoton zunehmend.
>

f
f(z1) > f(xg) firallen —  f(z) ist monoton abnehmend.
f(x1) = f(xe) fiirallen —  f(x) ist konstant.

Gilt bei der obigen Unterscheidung anstelle der Kleiner-Gleich-Relation < die Kleiner-
Relation < bzw. anstelle der Grofer-Gleich-Relation > die Grofker-Relation >, so nennt
man die Funktion streng monoton ab- bzw. zunehmend. Jede streng monoton steigende
Funktion ist bijektiv und somit umkehrbar; die Umkehrfunktion hat dabei die gleiche
Monotonie wie die urspriingliche Funktion.

Beschranktheit

Eine Funktion f(x) wird beschrinkt genannt, wenn es zwei reelle Zahlen s und S gibt,
so dass alle Funktionswerte y = f(x) zwischen beiden begrenzenden Zahlen liegen, wenn
also gilt:

s< f(x) < S firallexzeD

Hierbei wird s als untere Schranke und S als obere Schranke der Funktion bezeichnet.

Eine Funktion kann in einem bestimmten Bereich auch nur einseitig eine untere oder
eine obere Schranke aufweisen. Beispielsweise gilt fiir alle Werte der Funktion f(z) =
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—xt + 2 - 2% + 3 die Ungleichung f(z) < 4, so dass jede Zahl > 4 eine obere Schranke
der Funktion darstellt. Es lasst sich jedoch keine untere Schranke fiir die gleiche Funktion
definieren, da sie im negativen Bereich betraglich unendlich grofe Werte annimmt.

y=-z*+2-224+3

Abb. 101: Beispiel einer einseitig beschrinkten Funktion (y = —2* + 2 - 22 + 3).

Hat eine Funktion in einem bestimmten Bereich weder eine obere noch eine untere Schran-
ke, so heifst die Funktion in diesem Bereich unbeschrankt.

Grenzwerte einer Funktion

Die Werte einer Funktion kénnen sich — abhéngig vom Funktionstyp — ebenso wie die
Werte einer Zahlenfolge mit zunehmenden z-Werten einem bestimmten Zahlenwert anni-
hern. Eine Funktion besitzt genau dann einen solchen Grenzwert, wenn sie monoton und
beschrankt ist.

Grenzwerte fur v — co und z — —o0

Grenzwerte von Funktionen werden ebenfalls in sehr dhnlicher Weise wie Grenzwerte von
Folgen definiert. Wéahrend jedoch der “Definitionsbereich” von Folgen auf die natiirlichen
Zahlen beschrinkt ist und somit nur ein Grenzwert fiir x — oo existieren kann, kénnen
die z-Werte von Funktionen sowohl im positiven wie auch im negativen Zahlenbereich
unendlich grof werden; es lasst sich daher ein Grenzwert sowohl fiir z — co wie auch fiir
x — —oo definieren.
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Ein Grenzwert einer Funktion fiir x — oo existiert genau dann, wenn sich fiir immer
grofsere z-Werte die zugehorigen y-Werte immer mehr an einen bestimmten Wert g anné-
hern. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir alle z-Werte ab einer gewissen Zahl xy das
Konvergenzkriterium erfiillt ist, also die Differenz von f(x) — g beliebig klein wird. Fiir
jeden noch so kleinen Wert € muss also gelten:

|f(x) —g| <e firalle x >2z9p < g ist Grenzwert von f(x) (81)

Anschaulich besagt diese Bedingung, dass man sich einen beliebig diinnen “Schlauch”
(eine so genannte e-Umgebung) um den Grenzwert a herum denken kann und dann alle
Funktionswerte ab einem bestimmten z-Wert innerhalb dieser Umgebung liegen miissen.®

Existiert ein Grenzwert g einer Funktion fiir beliebig grofe negative beziehungsweise po-
sitive x-Werte, so schreibt man:

Grenzwert fiir unendlich grofe, negative x-Werte : lim f(x) = ¢
T—r—00
82
Grenzwert fiir unendlich grofe, positive x-Werte : lim f(x) = gy (82)

T—+00

Existiert fiir eine Funktion f(z) einer der beiden obigen Grenzwerte, so nennt man die
Funktion “konvergent” fiir + — —oo beziehungsweise x — +o00. Ebenso ist es moglich,
dass eine Funktion keinen Grenzwert fiir x — 400 besitzt; in diesem Fall nennt man sie
divergent.

Beispiele:

e Die Funktion f(z) = 1 (eine so genannte “Hyperbelfunktion”) ist fiir # — oo kon-
vergent zum Grenzwert Null. Fiir x — —o0o ist der Grenzwert ebenfalls gleich Null.

Es gilt also:
lim <l) =0
r—+oo \ X

e Die Funktion f(x) = —%= ist fiir # — o0 konvergent zum Grenzwert 1. Es gilt also:

x4l
lim ( ’ ):1
r—+00 ,1‘—|—1

e Die Funktion f(x) = x? (eine “Parabel”) ist divergent, sie hat keinen Grenzwert.

Werden die Funktionswerte einer divergierenden Funktion mit zunehmenden x-Werten
unendlich grofs, so bezeichnet man oo als “uneigentlichen” Grenzwert — tatsichlich existiert
in diesem Fall keine bestimmte Zahl g als obere Schranke, wie sie fiir einen Grenzwert
eigentlich existieren muss.

8 Ebenso kann man fiir jede monotone Zahlenfolge x,, aus den Werten des Definitionsbereichs die Folge
der zugehdrigen Funktionswerte betrachten. Hat eine Funktion beispielsweise fiir z — oo den Grenzwert
g, so hat auch jede frei wihlbare Folge x,, die Folge f,(z,) der zugehorigen Funktionswerte den gleichen
Grenzwert g.
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Grenzwert fiir x — 1z

Grenzwerte von Funktionen kénnen nicht nur fiir unendlich grofse negative bzw. positive -
Werte betrachtet werden; es ist ebenso moglich zu priifen, ob ein Grenzwert existiert, wenn
sich die z-Werte einem frei wahlbaren Wert xy anndhern. Existiert ein solcher Grenzwert
g, so schreibt man:

lim f(z) =g (83)
Ist die Funktion f(z) an der Stelle xy definiert, so ist ihr Grenzwert an dieser Stelle
gleich ihrem Funktionswert, es gilt also f(zg) = g fiir 2o € D. Der obige Grenzwert kann
allerdings auch dann existieren, wenn die Funktion an der Stelle xy nicht definiert ist.
Vor allem an den Grenzen des Definitionsbereichs D (beispielsweise an Definitionsliicken)
werden Funktionen deshalb hiufig auf mogliche Grenzwerte untersucht.

Sofern moglich, ndhert man dazu die x-Werte der Stelle zy sowohl von links als auch von
rechts an; man untersucht also das Verhalten der Funktion an den Stellen o — 6 und
xo + 0, wobei ¢ eine mdglichst kleine Zahl ist. Man bildet also folgende Grenzwerte:

o- = m, ()
h—0

f— 1.
g+=_ lm (f(2))
h—0

Entsprechend bezeichnet man die beiden zugehorigen Grenzwerte g_ und g, als “linkssei-
tig” bzw. “rechtsseitig’”.

Rechenregeln fiir Grenzwerte

Fiir das Rechnen mit Grenzwerten gibt es folgende Rechenregeln:

lim (fl(m) + fz(x)) = lim (fl(@) + lim (f2($))
lim (f1(f’5) : fz(w)) = lim (fl(m)) lim (fz(w))
. ﬁ(rc)) lim (f1(2))
1
o (fz(x) lim (f2(x))
Bei der Division zweier Funktionen bzw. Grenzwerte muss dabei darauf geachtet werden,
dass nicht durch Null dividiert wird, d.h. es muss fo(z) # 0 fiir alle x sowie lim ( fa (x)) £ 0

gelten. Ist im Speziellen f(x) = 1 und g(x) eine Funktion mit dem Grenzwert oo fiir
xr — 00, so gilt:

(84)

1
i fx)=o0 = lim Zre =0
Gilt zudem fiir drei Funktionen fi(xz) < fo(z) < f5(z) und sind die Grenzwerte
lim, .y (f1(2)) = limg_yg, (f2(x)) = g der kleinsten und groften Funktion identisch,
so gilt dies auch fiir den Grenzwert der “mittleren” Funktion.
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Stetigkeit

Man bezeichnet eine Funktion an einer Stelle zy € D als stetig, wenn an dieser Stel-
le der linksseitige Grenzwert g_, der rechtsseitige Grenzwert g, und der Funktionswert
g = f(xo) iibereinstimmen. Eine Funktion wird (global) stetig genannt, wenn die Stetig-
keitsbedingung fiir alle z-Werte des Definitionsbereichs erfiillt ist.

Anschaulich bedeutet Stetigkeit, dass der Graph einer Funktion keine “Spriinge” macht,
d.h. entlang des Definitionsbereichs als eine durchgezogene Linie (ohne Absetzen des
Schreibstifts) gezeichnet werden kann. Dies ist bei sehr vielen Funktionen der Fall, bei-
spielsweise bei allen ganzrationalen Funktionen, der Sinus- bzw. Cosinusfunktion. Auch
die Tangens- und Hyperbelfunktion f(z) = % sind stetig, da sich ihre Funktionswerte nur
an den jeweils nicht definierten Stellen (Definitionsliicken) sprunghaft dndern. Auch die
Kombination zweier oder mehrerer stetiger Funktionen mittels den Grundrechenarten Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation oder Division ungleich Null ergibt wieder eine stetige
Funktion.

Ein anschauliches Beispiel fiir eine lokal, aber nicht global stetige Funktion ist die so
genannte Signum-Funktion (auch Vorzeichenfunktion genannt). Sie ist abschnittsweise
folgendermafen definiert:

-1 falls <0
sgn(z) = 0 falls =0
+1 falls >0

y = sgn(x)

v

] 1 ] !
T I 1 1
5 —4 =201 1 2 3 4 5

Abb. 102: Funktionsgraph der Signumsfunktion y = sgn(zx).

Die Signum-Funktion ist an allen Stellen bis auf zo = 0 (lokal) stetig. An dieser Stelle
jedoch stimmen ihr linksseitiger Grenzwert g_ = —1, ihr Funktionswert f(0) = 0 und ihr
rechtsseitiger Grenzwert g, = 1 nicht iiberein.
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Zwischenwertsatz und Extremwertsatz

Ist eine Funktion f in einem Intervall stetig, so ist sie dort auch begrenzt. Es existieren
also eine untere Schranke s und eine obere Schranke S, so dass s < f(x) < S fiir alle
x-Werte des Intervalls gilt.

Ist eine Funktion f in einem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetig, so gilt der so genannte
Extremwertsatz: In diesem Fall lassen sich stets zwei Funktionswerte m und M finden, so
dass m < f(z) < M gilt. Der Wert m wird dabei als Minimum, der Wert M als Maximum
der Funktion f im Intervall [a; b] bezeichnet.

Eine in einem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige Funktion f nimmt zudem jeden
Wert zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal an. Diese insbesondere fiir die numerische
Berechnung von Nullstellen wichtige Tatsache wird “Zwischenwertsatz” genannt.

Nullstellen

Als eine Nullstelle wird ein Ausgangswert z, einer Funktion bezeichnet, fiir den der zu-
gehorige Funktionswert y = f(zo) den Wert Null annimmt:

f(zo) =0 < x ist eine Nullstelle

Die Nullstellen einer Funktion lassen sich bestimmen, indem man in die implizite oder
explizite Darstellung der Funktion fiir y den Wert Null einsetzt und die sich ergebende
Gleichung mit algebraischen Methoden nach x auflést. Je nach Art der Funktion ist es
moglich, dass diese mehrere, eine oder auch keine Nullstelle besitzt.

Sv

Abb. 103: Funktionsgraph mit drei Nullstellen.

Zeichnet man eine Funktion als Graph in einem Koordinatensystem ein, so stellen Null-
stellen Schnitt- oder Beriihrungspunkte mit der x-Achse dar.
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Schnittpunkte zweier Funktionen

Eng verbunden mit der Bestimmung von Nullstellen ist die Bestimmung von Schnittstellen
zweier oder mehrerer Funktionen. Betrachtet man zwei Funktionen fi(x) und fo(z), so
kann man priifen, fiir welche x-Werte aus dem gemeinsamen Definitionsbereich D = Dy N
Dy die Werte der Funktionen iibereinstimmen, d.h. fiir welche Ausgangswerte x, 1, usw.
die Bedingung fi(z) = fo(x) gilt. Das Losen dieser Gleichung stimmt formal mit der
Bestimmung der Nullstelle von f;(z) — f2(z) {iberein:

filz) = fale) & filz) = falz) =0

Existieren ein oder mehrere Schnittpunkte, so sind an den entsprechenden Stellen die
Funktionswerte von f; und f5 iiblicherweise nicht gleich Null. Man erhélt die zugehorigen
y-Werte der Schnittpunkte, indem man die beim Losen der obigen Gleichung gefundenen
x-Werte in eine der beiden Funktionen einsetzt.

Verkniipfung und Verkettung von Funktionen

Aus den elementaren Funktionen, die in den néchsten Abschnitten nidher beschrieben wer-
den, lassen sich weitere Funktionen zusammensetzen. Dies ist auf zweierlei Arten moglich:

e Bei einer so genannten Verkniipfung werden zwei Funktionen durch eine der vier
Grundrechenarten miteinander verbunden. Das Ergebnis einer so zusammengesetz-
ten Funktion erhilt man, indem man zunéchst die Werte der beiden Funktionen be-
rechnet und diese dann mit der entsprechenden Grundrechenart verkniipft. Schritt-
weise lassen sich so auch mehrere Funktionen miteinander verkniipfen, wobei auf
die Auswertungsreihenfolge der Verkniipfungen (Multiplikation bzw. Division vor
Addition bzw. Subtraktion) zu achten ist.

Allgemein hat eine verkniipfte Funktion somit folgende Form:

y=fi(z)+ fo(x) mit D=D;NDy oder (85)
y= fi(z) - folr) mit D=D; ND,

Einfache Sonderfille von Gleichung (85) ergeben sich hierbei, wenn eine der beiden

Funktionen konstant ist. Hierbei entstehen folgende Funktionen:

y=f(x)+c¢ und/oder y=c- f(z) (86)

Im ersten Fall wird zu jedem Funktionswert die Konstante ¢ addiert (beziehungs-
weise subtrahiert, wenn ¢ < 0 ist). Bei einer graphischen Darstellung wird der
Funktionsgraph dadurch um ¢ Einheiten in vertikaler Richtung verschoben (nach
oben fiir ¢ > 0, nach unten fiir ¢ < 0).

Im zweiten Fall wird der Funktionswert mit einer Konstanten ¢ multipliziert. Da-
durch wird der Funktionsgraph im Fall |¢| < 1 vertikal gestaucht, im Fall |¢| > 1
vertikal gestreckt. Ist ¢ < 0, so wird der Funktionsgraph (wie bei einer zentrischen
Streckung) an der x-Achse gespiegelt.
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e Bei einer so genannten Verkettung werden zwei Funktionen “hintereinander” ausge-
fiihrt, d.h. der Funktionswert der ersten Funktion wird als Ausgangswert der zweiten
Funktion verwendet. Dies ist im Allgemeinen nur dann moglich, wenn der Wer-
tebereich der ersten Funktion eine Teilmenge des Definitionsbereichs der zweiten
Funktion ist.

Allgemein hat eine verkettete Funktion somit folgende Form:
y=f2(fi(z)) mit D=W; ND, (87)

Dabei wird f, als dufere und f; als innere Funktion bezeichnet. Ahnlich wie bei der
Auswertung von Termen in Klammern wird zunéchst der Wert der inneren Funktion
f1 berechnet, und dieser anschliefend, sofern erlaubt, als Argument fiir die dufere
Funktion f5 eingesetzt.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

Elementare Funktionen

Grundlegende Funktionen, die in unterschiedlichen Zusammenhéngen in der Mathematik
immer wieder auftauchen, werden “elementare Funktionen” genannt. Hierfiir gibt es zwar
keine klaren Kriterien, doch iiblicherweise sind damit die folgenden Funktionen gemeint:

Potenz- und Wurzelfunktionen

Eine Potenzfunktion hat allgemein folgende Funktionsgleichung:
flx) = =" (88)

In praktischen Anwendungen treten Potenzfunktionen sehr hiufig auf; beispielsweise wer-
den durch sie Proportionalititen zwischen einer Gréfse y und der n-ten Potenz der Aus-
gangsgroke x beschrieben. Wichtige Sonderfiille sind hierbei mit f(x) = 2° = 1 die kon-
stante Funktion und mit f(xz) = x die lineare Funktion. Wurzelfunktionen lassen sich
ebenfalls als Potenzfunktion mit rationalem Exponenten auffassen.

Einige wichtige Eigenschaften von Potenzfunktionen werden im Folgenden néher beschrie-
ben.

Gerade und ungerade Potenzfunktionen

Potenzfunktionen auch hoheren Grades — also allgemein Funktionen der Form f(x) = 2"
mit n € N — lassen sich in gerade und ungerade Funktionen unterteilen.
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Potenzfunktionen mit geraden Exponenten

Eine Funktion heifst “gerade”, wenn fiir alle z € D folgende Bedingung gilt:

f(=x) = [f(x) (89)

Zu jedem Punkt des Funktionsgraphen existiert in diesem Fall ein zweiter Kurvenpunkt,
der achsensymmetrisch zur y-Achse ist. Diese Bedingung wird von allen Potenzfunktionen
mit geradzahligen Exponenten erfiillt, da sich bei diesen die Minuszeichen der negativen
z-Werte beim Potenzieren gegenseitig aufheben. Die konstante Funktion f(z) = ¢ wird
ebenfalls zu den geraden Funktionen gezihlt, da 2° = 1 ist.

yh

5__

4__

34

2_._

: y=a
| | | | | | | | ] | >
| I | I I I | | I | v
-5 -4 -3 -2 -1 g

— 14

R

73__

44

—51

Abb. 104: Beispiele von Potenzfunktionen mit geraden Exponenten.

Zuséatzlich haben alle geraden Potenzfunktionen folgende Eigenschaften:
e Die Funktionsgraphen verlaufen stets durch die Punkte (—1,1), (0,0) und (1, 1).

e Die Funktionen sind streng monoton fallend fiir z < 0 und streng monoton steigend
fiir z > 0.

e Der Definitionsbereich der Funktionen ist R, ihr Wertebereich Ry ; sie sind also nach
unten beschrinkt, und fiir die untere Schranke gilt s = 0.

! Steht eine Potenzfunktion in Betragszeichen, ist also f(x) = |2, so ist diese Funktion in jedem
Fall gerade, da mogliche negative Vorzeichen von Funktionswerten dadurch aufgehoben werden (siehe
beispielsweise Abbildung Betragsfunktion).
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Potenzfunktionen mit ungeraden Exponenten

Eine Funktion heifit “ungerade”, wenn fiir alle x € D folgende Bedingung gilt:

—f(=x) = f(z) (90)

Zu jedem Punkt des Funktionsgraphen existiert somit ein zweiter Kurvenpunkt, der
punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung (0, 0) ist. Diese Bedingung wird von allen
Potenzfunktionen mit ungeraden Exponenten erfiillt, da sich die Funktionswerte von ne-
gativen x-Werte gegeniiber den Funktionswerten von betragsgleichen positiven x-Werten
nur im Vorzeichen unterscheiden.?

-] y=z
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Abb. 105: Beispiele von Potenzfunktionen mit ungeraden Exponenten.

Zuséatzlich haben alle ungeraden Potenzfunktionen folgende Eigenschaften:
e Der Funktionsgraph verlduft stets durch die Punkte (—1,—1), (0,0) und (1,1).

e Die Funktion ist fiir alle z-Werte entweder streng monoton fallend oder streng mo-
noton steigend.

e Der Definitionsbereich sowie der Wertebereich der Funktion ist R.

Wurzelfunktionen

Wurzelfunktionen haben allgemein folgende Funktionsgleichung:
fla) =z (91)

2 Um die Umkehrfunktion einer geraden Potenzfunktion zu bilden, muss somit der Definitionsbereich
eingeschriinkt werden (meist auf Ry).
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Dabei ist der Wurzelexponent n eine feste natiirliche und die Variable x eine beliebige
positive reelle Zahl.? Da die Wurzel einer beliebigen positiven Zahl ebenfalls eine positive
Zahl ist, ist W = D = RJ. Aufgrund der Beziehung /z = zw lassen sich Wurzelfunk-
tionen als Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten auffassen. Zugleich ist die n-te
Wurzelfunktion y = /z die Umkehrfunktion der n-ten Potenzfunktion y = 2™, da gilt:

;L':fU(y): \n/l'n:aj%:xlzx

1 f | | { T } T —»
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
14
_91
_34
4}

Abb. 106: Beispiele von Wurzelfunktionen.

Alle Wurzelfunktionen sind stetig, streng monoton steigend und haben zo = 0 als (ein-
fache) Nullstelle. Die Funktionsgraphen haben neben dem Punkt (0,0) auch den Punkt
(1,1) gemeinsam; sie entstehen durch Spiegelung der jeweiligen Potenzfunktion 2™ an der
Geraden y = .

Ganz- und gebrochenrationale Funktionen

Diese Einschrinkung ist zumindest fiir reellwertige Funktionen notwendig, da in diesem Fall keine
Waurzeln mit negativen Argumenten definiert sind.

Im Bereich der komplexen Zahlen gilt die Beziehung v/—1 = 1.
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Ganzrationale Funktionen

Ganzrationale Funktionen haben allgemein folgende Funktionsgleichung:

y:Zai-xi:an-m”—l—an,l-x"‘l—l—...—i—aQ-xQ—i—al-x—l—ao (92)
i=0

Hierbei bezeichnet man den groften Exponenten n € N des Polynoms als “Grad” der
Funktion, die reellen Zahlen ag bis a,, nennt man Koeffizienten. Ganzrationale Funktionen
haben allgemein folgende Eigenschaften:

1. Ganzrationale Funktionen sind fiir alle reellen Zahlen definiert, es gilt also D = R. Sie
sind im gesamten Bereich stetig, d.h. der Funktionsgraph ergibt eine kontinuierliche
Kurve ohne Spriinge.

2. Jede Potenzfunktion x™ mit n > 1 wird fiir grofe z-Werte unendlich grofs, da

lim, <. 2" = oo ist. Bei einer ganzrationalen Funktion richtet sich der Grenz-
wert nach der hochsten Potenz und hat das gleiche Vorzeichen wie der dazugehorige
Koeffizient.

3. Jede ganzrationale Funktion n-ten Grades hat maximal n verschiedene Nullstellen.

Ebenso ist es moglich, dass bei der Bestimmung der Nullstellen ein Wert mehrfach
vorkommt. In diesem Fall ist die Nullstelle mehrfach zu zdhlen, wobei der Vielfach-
heit folgende Bedeutung zukommt:

e Bei geradzahlig-mehrfachen Nullstellen beriihrt der Funktionsgraph die z-
Achse, verbleibt allerdings auf der selben Seite der Achse.

e Bei ungeradzahlig-mehrfachen Nullstellen schneidet der Funktionsgraph die x-
Achse.

Aus Potenzfunktionen zusammengesetzte Funktionen sind meist weder gerade noch unge-
rade, aufer sie bestehen ausschliefslich aus nur geraden oder nur ungeraden Potenzfunktio-
nen. Sowohl gerade als auch ungerade Funktionen haben besondere Stellen x; (Nullstellen,
Extremstellen und Wendepunkte), sofern x; # 0 ist, stets paarweise. Die x-Werte der be-
sonderen Stellen unterscheiden sich dabei nur in ihrem Vorzeichen, es ist also 21 = —x.
Zudem haben sie folgende Eigenschaften:

e Ganzrationale Funktionen geraden Grades sind stets einseitig beschrinkte Funktio-
nen. Sie haben entweder keine oder eine gerade Anzahl an Nullstellen, die unter
Umstidnden mehrfach zu zdhlen sind.

e Ganzrationale Funktionen ungeraden Grades sind stets unbeschréinkt und haben
stets (mindestens) eine Nullstelle. Die Gesamtzahl der Nullstellen ist stets ungerade.

Im Folgenden werden die obigen und weitere Eigenschaften am Beispiel der hiufig vor-
kommenden linearen und quadratischen Funktionen, also den einfachsten Vertretern von
ganzrationalen Funktionen (mit n = 1 beziehungsweise n = 2), néher beschrieben.
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Lineare Funktionen

Wenn eine Grofe in gleichem Maf zunimmt wie auch eine andere Groke wachst, so nennt
man den Zusammenhang direkt proportional oder linear. Die zugehorige mathematische
Funktion hat folgende Form:

y=a-r+b

Lineare Zusammenhénge zweier Grofsen treten im Alltag — beispielsweise bei Dreisalz-
Aufgaben — sowie in den Naturwissenschaften sehr hiufig auf.

Beispiele:

e Je grober die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs ist, desto ldnger ist die Wegstrecke,
die es in einer bestimmten Zeit zuriicklegt.

e Je mehr Pldtzchen auf Vorrat gebacken werden, desto linger kann man davon na-
schen (vorausgesetzt, jeden Tag werden gleich viele Plétzchen verspeist).

e Je mehr Geld man ausgeben mochte, desto mehr muss man verdienen. Oder: Je
sparsamer man mit einer bestimmten Menge Geld umgeht, desto langer kann man
davon leben. Ahnlich ist es mit dem Benzinverbrauch eines Fahrzeugs.

Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade, die umso steiler verlauft, je grofer
der Proportionalititsfaktor a ist; a wird daher auch aus “Steigung” der linearen Funktion
bezeichnet. Der Wert b stellt den Anfangswert dar (das Ergebnis der Funktion, wenn z = 0
ist).

y=x+0

Abb. 107: Graphen der linearen Funktionen y = a-x bzw. y = x 4+ b mit unterschiedlichen
Parametern a (links) und b (rechts).

Eine Funktion heift proportional, wenn das Verhiltnis der Gréfen ¢ immer einen kon-
stanten Wert hat, d.h. wenn £ = k gilt. Das ist genau dann der Fall, wenn y = k- ist. Bei
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proportionalen Funktionen handelt es sich folglich um lineare Funktionen, die iiblicher-
weise durch den Koordinatenursprung verlaufen und eine positive Steigung aufweisen.

Quadratische Funktionen

In manchen Situationen wéchst eine Grofe durch den Einfluss einer anderen Grofe stéirker
als proportional. Nimmt eine Messgroke um das 2,4, 9, 16, n?-fache zu, wihrend die Aus-
gangsgrofe den 1,2, 3,4, n-fachen Wert annimmt, so nennt man die zugehdrige Funktion
quadratisch.

Beispiele:

e Ein Quadrat mit einer 2, 3,4, .. .-fachen Seitenldnge [ besitzt einen 4, 9, 16, . . .-fachen
Flicheninhalt Aquadrat-

AQuadrat - l2

e Die Fliche Ak, eines Kreises wichst ebenfalls quadratisch mit zunehmendem Ra-
dius an. Zur exakten Berechnung muss der Radius r quadriert und mit der Kreiszahl
7w multipliziert werden.

_ 2
AKreis =TT

e Die Strecke, die ein Korper im freien Fall (ohne Reibung) zuriicklegt, nimmt qua-
dratisch mit der Zeit zu: Nach einer Sekunde hat der Korper knapp 5 Meter zu-
riickgelegt, nach zwei Sekunden 20 Meter, nach drei Sekunden 45 Meter, nach vier
Sekunden 80 Meter, usw. Allgemein gilt fiir die Fallstrecke s mit der Erdbeschleu-
nigung g = 9,81 3 folgende Formel:

1
—Z.q-¢?
s=59

Der Graph einer quadratischen Funktion ist eine Parabel bzw. ein Stiick davon.

Die Normalparabel

Allgemein besitzt eine quadratische Funktion folgende Form:
y=a-2>+b-x+c (93)

Im einfachsten Fall sind die beiden Parameter b, ¢ = 0 sowie a = 1. Die Funktion verein-
facht sich damit zu:

y = (94)

Den zu Gleichung (94) gehorigen Funktionsgraphen nennt man Normalparabel. Thre Funk-
tionswerte ergeben sich jeweils durch Quadrieren der eingesetzten x-Werte.

Die Besonderheiten einer Normalparabel sind:
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Abb. 108: Graph der Normalparabel y = 2.

e Der Scheitel der Normalparabel liegt bei (0;0).

e Die Normalparabel ist symmetrisch zur y-Achse. Der Grund hierfiir ist, dass sich
das Minuszeichen beim Quadrieren aufhebt — Minus mal Minus ergibt Plus.

e Die Normalparabel besitzt nur nicht-negative y-Werte, d.h. sie bildet den Definiti-
onsbereich D = R auf den positiven Bereich der reellen Zahlen W = R* ab. Der
Grund hierfiir ist, dass fiir die Quadratzahl einer jeden reellen Zahl n € R gilt:
n?>0

Bedeutung der Parameter a, b und ¢

Durch Variation der Parameterwerte a, b und c ergeben sich gegeniiber der Normalparabel
folgende Verdnderungen:

e [st der Parameter 0 < a < 1, so ist die Parabel gegeniiber der Normalparabel
gestaucht, d.h. ihre Werte wachsen langsamer als es bei der Normalparabel der
Fall ist. Im umgekehrten Fall a > 0 ist die resultierende Parabel gegeniiber der
Normalparabel gestreckt.

Gilt a < 0, so ist die Parabel nach unten hin gedffnet.

e Lisst sich eine Parabelgleichung als binomische Formel schreiben, beispielsweise
22 — 62 4+ 9 = (x — 3)? oder allgemein (x £ b)?, so bewirkt der in der quadrierten
Klammer stehende Parameter b eine Verschiebung nach links (falls b > 0) bzw. nach
rechts (falls b < 0).

162



Sv

Abb. 109: Graphen der Parabelgleichung y = a - 22 fiir verschiedene Parameter a.

Die Wirkung des Parameters b-z ldsst sich bestimmen, indem man mit Hilfe der ers-
ten Ableitung den Wert des Parabelscheitels allgemein berechnet.! Je nach Grofe
der Werte von a und c bewirkt der Parameter b eine Verschiebung des Parabel-
scheitels um —% in horizontaler und um —% + c in vertikaler Richtung. Im Falle

einer Normalparabel (¢ = 1 und ¢ = 0) bewirkt b - z eine Verschiebung um —2 in

z-Richtung sowie eine Verschiebung um —% in y-Richtung.

! Fiir die erste Ableitung der Parabelgleichung (93) gilt:
fllxy=2-a-z+b

Der Parabelscheitel ist die einzige Stelle einer Parabel, an der ihre Steigung f’(z) gleich Null ist (Extrem-
wert). Der z-Wert des Scheitelpunktes ldsst sich somit bestimmen, wenn in dieser Gleichung f'(x) = 0
gesetzt wird:

f(z)=0 & 2-a-2+b=0

N b
r=—-——
2-a

Den zugehorigen y-Wert des Parabelscheitels erhadlt man, wenn man zg = —% in die urspriingliche
Parabelgleichung (93) einsetzt. Es ergibt sich:

b b\’ b
et (opg) = (o) +o (5 +
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Abb. 110: Graphen der Parabelgleichung y = (z +)? bzw. y = 2® + b x fiir verschiedene
Parameter b.

e Ist der Parameter ¢ # 0, so ist die Parabel nach oben (¢ > 0) bzw. nach unten
(¢ < 0) verschoben.

Treten mehrere der oben genannten Fille ein, so kombinieren sich entsprechend die Ef-
fekte.

Gebrochenrationale Funktionen

Gebrochenrationale Funktionen haben allgemein folgende Funktionsgleichung:

CZ(x) Y lpaicxt an-a"dagy a4 tag-a®+ar-x+ag
y_N(x) _Zzﬁ;obk-xk by ™ A by xm b by a2+ by T+ ag

(95)

Gebrochenrationale Funktionen bestehen also aus einem Zihlerpolynom Z(x) mit Grad n
und einem Nennerpolynom N (z) mit Grad m. Ist n < m, so nennt man die Funktion “echt”
gebrochenrational; andernfalls 1dsst sich die Funktion mittels Polynomdivision als Summe
einer ganzrationalen Funktion und einer echt gebrochenrationalen Funktion schreiben.

Nullstellen und Polstellen

Gebrochenrationale Funktionen sollten stets auf folgende Punkte hin untersucht werden:

e Als Nullstellen von gebrochenrationalen Funktionen werden alle x-Werte bezeich-
net, fiir die der Zéhlerterm Z(x) gleich Null wird, ohne dass der Nennerterm N(x)
ebenfalls gleich Null wird.
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y=x>+3

y=a24+0

Abb. 111: Graphen der Parabelgleichung y = 22 + ¢ fiir verschiedene Parameter c.

e Als Polstellen von gebrochenrationalen Funktionen werden alle x-Werte bezeichnet,
fiir die der Nennerterm N(z) gleich Null wird, ohne dass der der Z&hlerterm Z(x)
ebenfalls gleich Null wird. Die Funktion ist (wegen der Division durch Null) an
solchen Stellen nicht definiert. Der Graph der Funktion ist an Polstellen nicht stetig,
sondern néhert sich asymptotisch einer durch entsprechenden z-Wert verlaufenden
und zur y-Achse parallelen Geraden an.?

Beispiel:

e Die folgende Funktion soll auf Nullstellen und Polstellen hin untersucht werden:

(x+1)(x—2)

’y:

Der Zihlerterm ist nur fiir o = 0 gleich Null, der Funktionsgraph hat somit nur
dort eine Nullstelle. Um die Polstelle(n) zu bestimmen, muss der Nennerterm gleich
Null gesetzt werden:

(z+1)-(x—2)=0

=x1=—-1 ; zo=+2

2 Als Asymptote bezeichnet man allgemein eine Gerade oder Kurve, an die sich eine Funktion an einer
Polstelle oder im Unendlichen ann&hert.

Bei einer gebrochenrationalen Funktion erhdlt man fiir x — £oo eine schrig verlaufende Gerade als
Asymptote, wenn der Grad des Zahlers um 1 grofer ist als der Grad des Nenners. Ist der Grad des Zdhlers
um > 2 grofer als der Grad des Nenners, so nihert sich die gebrochenrationale Funktion asymptotisch
an eine schrige Kurve an. In beiden Fillen kann die Funktionsgleichung der Asymptote mittels einer
Polynomdivision bestimmt werden.

Ist der Grad des Zé&hlers gleich dem Grad des Nenners, so hat die gebrochenrationale Funktion fiir z —
+00 eine waagrechte Asymptote. Der y-Wert dieser Asymptote ist gleich dem Verhiiltnis der Koeffizienten
der grofsten Potenzen des Zahlers und des Nenners, beispielsweise % bei % Ist der Grad des Zahlers
kleiner als der Grad des Nenners, so hat die gebrochenrationale Funktion fiir x — 4+oo die waagrechte
Asymptote y = 0.
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Die Funktion hat also zwei Polstellen bei 7 = —1 und z5 = 2.

Abb. 112: Beispiel von Nullstellen und Polstellen einer gebrochenrationalen Funktion.

Werden sowohl der Z&hlerterm Z(x) als auch der Nennerterm N(z) fiir einen Wert z;
gleich Null, so ist die Funktion an dieser Stelle ebenfalls nicht definiert. Zahler und Nen-
ner enthalten jedoch in diesem Fall einen gemeinsamen Faktor (z — z;)*, durch den der
gebrochenrationale Term fiir x # x; gekiirzt werden kann.

Hyperbeln

Funktionen der Form xi stellen die einfachsten gebrochenrationalen Funktionen dar; sie

werden Hyperbeln genannt. Alle diese Funktionen haben bei 2y = 0 eine Polstelle, die y-
Achse ist also eine senkrechte Asymptote. Die zweite, waagrechte Asymptote der Funktion
fiir x — 400 ist die z-Achse.

Alle Hyperbeln haben, da der Zihler stets ungleich Null ist, keine Nullstellen. Zudem
verlaufen die Funktionsgraphen aller Hyperbeln durch den Punkt (1,1). Aufgrund der
Beziehung min = 2~ " lassen sich Hyperbelfunktionen als Potenzfunktionen mit negativen
Exponenten auffassen. Damit konnen auch Hyperbeln in gerade und ungerade Funktionen
unterteilt werden:

e Die Funktionsgraphen von Hyperbeln mit geraden Exponenten sind achsensymme-
trisch zur y-Achse, sie verlaufen also im ersten und zweiten Quadranten und gehen
zusitzlich durch den Punkt (—1,1). Im Bereich z < 0 sind gerade Hyperbeln streng
monoton steigend, im Bereich x > 0 streng monoton fallend. Nach unten sind gerade
Hyperbeln mit der unteren Schranke s = 0 beschrankt.

e Die Funktionsgraphen von Hyperbeln mit ungeraden Exponenten sind punktsym-
metrisch zum Koordinatenursprung (0, 0), sie verlaufen also im ersten und dritten
Quadranten und gehen zusétzlich durch den Punkt (—1, —1). Im gesamten Defini-
tionsbereich sind ungerade Hyperbeln streng monoton steigend.
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Abb. 113: Beispiele von Hyperbelfunktionen.

C

Aufgrund der Beziehung y = ¢ < x -y = c kdnnen mit Hyperbeln indirekte Proportio-
nalitaten zwischen x und y beschrieben werden.

Exponential- und Logarithmusfunktionen

Exponentialfunktionen

Exponentialfunktionen haben allgemein folgende Funktionsgleichung:
y=a" (96)

Dabei bezeichnet die “Basis” a > 0 eine beliebige, konstante Zahl. Ublicherweise wird
zudem der Fall @ = 1 ausgeschlossen, da 17 = 1 eine konstante Funktion liefert. Am
weitesten verbreitet sind die Exponentialfunktionen mit den Basen a = 2, a = e und
a=10."

Im Fall 0 < a < 1 sind Exponentialfunktionen streng monoton fallend, im Fall a > 1
streng monoton steigend. Alle Exponentialfunktionen haben den Punkt (0, 1) gemeinsam
und néhern sich asymptotisch der z-Achse an, ohne diese jemals zu beriihren. Exponenti-
alfunktionen haben somit keine Nullstellen und s = 0 als untere Schranke. Die Funktionen
y=a*und y = (%)m sind identisch; ihr gemeinsamer Funktionsgraph verlduft beziiglich

der y-Achse symmetrisch zur Funktion y = a*.?

! Dabei bezeichnet e = 2, 71828182845... die “Eulersche Zahl”.
? Die Identitéit von y = a~® und y = ()" ergibt sich aus der Bezichung a™® = L = (1)

a®
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Abb. 114: Beispiele von Exponentialfunktionen.

Fiir Exponentialfunktionen sind die folgenden vier Rechenregeln fir Potenzen von Bedeu-
tung:

a =a  -a
a®tm"? = g™ a*?

1 -T2 r1\T2 (97)
a (a™)

a®2 = "/a™  (mit z9 # 0)

Eine besondere Bedeutung von Exponentialfunktionen a” mit a > 1 liegt darin, dass ihre
Werte schneller wachsen als es bei einer Potenzfunktion ™ mit beliebig grokem (aber
festem) n der Fall ist; es gilt also fiir beliebige Werte n € R und a > 1:

al’

lim — =0
z—oo

Der Grund dafiir liegt darin, dass die Ableitung einer Exponentialfunktion als Mafs fiir die
Steigung der jeweiligen Funktion selbst eine Exponentialfunktion ist: Nicht nur die Werte
wachsen fiir a > 1 somit exponentiell an, sondern auch die Zunahme der Werte nimmt in
diesem Fall exponentiell zu.

Logarithmusfunktionen

Logarithmusfunktionen sind die Umkehrfunktionen von Exponentialfunktionen. Sie haben
allgemein folgende Funktionsgleichung;:

y = log, (z) (98)
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Da Exponentialfunktionen eindeutig umkehrbar sind, gibt es zu jeder Exponentialfunktion
eine entsprechende Logarithmusfunktion. Da der Definitionsbereich jeder Umkehrfunkti-
on gleich dem Wertebereich der Originalfunktion ist, sind Logarithmen nur fir x > 0
definiert.

y = log, (x)

Abb. 115: Beispiele von Logarithmusfunktionen.

Logarithmusfunktionen sind nur fiir @ > 0 und a # 1 definiert. Wie bei den Exponenti-
alfunktionen, so sind auch bei den Logarithmusfunktionen die Basen a = 2, a = e und
a = 10 am weitesten verbreitet; sie werden, wie bereits im Abschnitt Rechenregeln fir Lo-
garithmen beschrieben, als binérer, natiirlicher und dekadischer Logarithmus bezeichnet:

b (z) =log, (x) : dualer Logarithmus
In(z) =log, (z) : natiirlicher Logarithmus
lg (x) =logy, (z) :  dekadischer Logarithmus
Im Fall 0 < a < 1 sind Logarithmusfunktionen streng monoton fallend, im Fall a > 1

streng monoton steigend. Die einzelnen Logarithmusfunktionen kénnen jeweils durch einen
Basiswechsel in einen Logarithmus mit einer anderen Basis umgeformt werden. Es gilt

dabei:

- log,, ()
~ log, (a)
Alle Logarithmusfunktionen sind unbeschrénkt, haben den Punkt (0,1) als einzige Null-

stelle gemeinsam und néhern sich fiir z — 0 asymptotisch der y-Achse an. Die Funktionen
y = log: (z) und y = —log, () sind identisch; ihr gemeinsamer Funktionsgraph verlauft

log, () (99)

beziiglich der z-Achse symmetrisch zur Funktion y = log, (z).

3 Die Identitét von y = log1 (x) und y = —log, (z) lisst sich mit Hilfe der folgenden beiden Bezie-
hungen zeigen:
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Fiir Logarithmusfunktionen sind die folgenden Rechenregeln von Bedeutung:
log, (1 - x2) = log, (z1) + log, (z2)

1Oga (xl : 1'2) = loga (xl) - loga (1.2)

log, (1) = x5 - log, (1) (100)

1 :
log, (3/71) = - log, (1) (it 21, 2> 7 0)

Eine besondere Bedeutung von Logarithmusfunktionen log, () mit a > 1 liegt darin,
dass ihre Werte langsamer wachsen als es bei einer Potenz- bzw. Wurzelfunktion z™ mit
beliebig kleinem (aber festem) n der Fall ist; es gilt also fiir beliebige Werte n € R und
a>1:

lim 108 () _

T—00 xn
Der Grund dafiir liegt darin, dass die Ableitung einer Logarithmusfunktion als Mafk fiir die
Steigung der jeweiligen Funktion sehr schnell gegen Null geht; beispielsweise ist fiir © =
1000000 der Wert der Wurzelfunktion f(z) = 22 gleich (1000000)2 = 1000, der Wert
der Logarithmusfunktion log, (z) betrégt fiir diesen Wert hingegen nur log, (1 000 000) ~
19,93. Dennoch ist der Grenzwert fiir z — oo bei jeder Logarithmus-Funktion f(z) =
log, () mit a > 1 ebenfalls Unendlich.

Trigonometrische Funktionen
Die trigonometrischen Funktionen, auch “Winkelfunktionen” genannt, weisen jedem Win-

kel eine bestimmte Zahl zu, die das Langenverhéltnis der entsprechenden Seiten in einem
rechtwinkligen Dreieck angibt.

Die Winkelfunktionen am Einheitskreis

Die beiden Winkelfunktionen Sinus und Cosinus lassen sich nicht nur als Lingenverhdlt-
nisse in einem rechtwinkligen Dreieck, sondern auch als Streckenanteile interpretieren.

e Als Spezialfall der Basisumrechnung von Logarithmen gilt fiir beliebige erlaubte Zahlen a und b:
logy, (b) 1

~log,(a)  logy(a)

Hierbei wird die Identitat log, (b) = 1 genutzt.

log, (b)

e Ein Quotient als Argument eines Logarithmus kann als Differenz zweier Logarithmen dargestellt
werden. Somit gilt:

o +) = ot (1) - oy (@) = 0~ log, (0) = ~ g ()

Hierbei wird die Identitit log, (1) = 0 genutzt.
Insgesamt gilt somit:
1 1

IOg% (b) = log, (%) = _logb (a) = —log, (b) v
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Zeichnet man in ein Koordinatensystem einen Kreis mit Radius eins um den Koordina-
tenursprung O = (0,0) und verbindet den Koordinatenursprung mit einem auf dem Kreis
entlang wandernden Punkt P, so stellen Cosinus und Sinus die senkrechten Projektionen
der Verbindungslinie auf die x- bzw. y-Achse dar. Der Tangens entspricht der Steigung,
welche die Verbindungslinie OP bei einem Winkel o hat.

l
T 1
it O COS & 1

Abb. 116: Sinus und Cosinus am Einheitskreis. Die Verbindungslinie@ besitzt die Lange
eins, so dass cos « und sin o den Langen des x- bzw. y-Anteils von OP entsprechen.

Der entscheidende Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass der Winkel hierbei beliebig
grofse Werte annehmen kann: Gilt fiir den Winkel o > 360°, so wiederholen sich auch die
entsprechenden Werte von sin o, cosa und tan a mit einer Periode von 360° von neuem.'

sin o sina

sin o sin v

Abb. 117: Vorzeichen von Sinus und Cosinus in den verschiedenen Quadranten.

Damit sich die Winkelfunktionen in einem iiblichen Koordinatensystem darstellen lassen,
wird der Winkel als Argument meist nicht im Gradmaf, sondern im Bogenmaf$ angegeben.
Damit kann, da sich die trigonometrischen Funktionen fiir beliebig grofse Winkelwerte

! Unter einer periodischen Funktion versteht man allgemein eine Funktion, fiir die f(x + p) = f(z)
gilt; dabei wird p als Periode der Funktion bezeichnet.
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gelten, kann beispielsweise auch sin (x) anstelle von sin («) fiir jedes © € R geschrieben
werden. Die Vorzeichen der Winkelfunktionen wiederum richten sich danach, in welchem
Quadranten des Koordinatensystems sich der “Kreisvektor” OP gerade befindet.

Anhand des Einheitskreises lasst sich auch der so genannte “trigonometrische Pythagoras”
ableiten; Mit der Hypothenusenlinge OP = 1 und den Kathetenléingen sin («) und cos («)
lautet der Satz des Pythagoras hierbei:

(sin(a))? + (cos (a))? = 17

Gewohnlich wird sin? () anstelle von (sin («))? und cos? (a) anstelle von (cos ())? ge-
schrieben. Fiir beliebige Winkelwerte o bzw. x ergibt sich damit die folgende wichtige
Beziehung:

sin? (z) 4 cos? (z) = 1 (101)

Eigenschaften und Funktionsgraphen der Winkelfunktionen

Fiir einige besondere Winkel « lassen sich die Werte der Winkelfunktionen als (verhéltnis-
méhig) einfache Bruch- bzw. Wurzelzahlen angeben — fiir die {ibrigen Winkelmafe ergeben
sina und cosa Werte mit unendlich vielen Nachkommastellen, die sich periodisch stets
zwischen —1 und 41 bewegen. Die Werte von tan « als dem Verhéltnis von sin a zu cos «
reichen von —oo bis +o0o und sind nicht definiert, wenn cos o = 0 gilt.

o 0° [ 30° 45° 60° [ 90° | 120° 135° 150° [ 180° | 270°
sin (a) | 0 1 Lve b3l V3 3VR . 0 -1
cos(a) | 1 %\/g %\/5 % 0 —% —%\/5 —%\/g -1 0
tan(a) | 0 | 1-V3| 1 V3 nd | —V3 -1 | -:-v3| 0 |nd

Die Werte der Winkelfunktionen sin o und cos a lassen sich auch als (wellenartige) Funk-
tionsgraphen darstellen.

Abb. 118: Die Funktionsgraphen von Sinus und Cosinus fiir die erste Periode (0 < a <
360°).
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Die beiden Funktionen sin (x) und cos () nehmen regelméfig wiederkehrend die gleichen
Werte aus dem Wertebereich W = [—1; 1] an. Sie werden daher als “periodisch” bezeichnet,
mit einer Periodenlénge von 2 - 7. Es gilt damit fiir jede natiirliche Zahl n:

sin (z £ 2-7) = sin ()
cos(x £2-7) = cos (z) (102)

Fiihrt man die Funktionsgraphen der Sinus- und Cosinusfunktion fiir negative x-Werte
fort, so kann man erkennen, dass es sich bei der Sinusfunktion um eine ungerade (punkt-
symmetrische) Funktion und bei der Cosinusfunktion um eine gerade (achsensymmetri-
sche) Funktion handelt. Es gilt also:

sin (z) = —sin (—x)
cos(x) = cos(—x) (103)

Zudem kann man den Funktionsgraphen der Cosinus-Funktion erhalten, indem man den

Funktionsgraphen der Sinus-Funktion um 7 nach links (in negative z-Richtung) ver-

schiebt; entsprechend ergibt sich die Sinus-Funktion aus einer Verschiebung der Cosi-

nusfunktion um 7 nach rechts. Es gilt somit unter Beriicksichtigung der Symmetrie der

Cosinus-Funktion:

sin (x) = cos (—x + g) = cos (+x — E)

2
cos () = sin (_m + g> (104)

Da die Funktionswerte der Sinus- und Cosinusfunktion periodisch sind, sind auch ihre
Nullstellen periodisch. Sie lassen sich mit einer beliebigen natiirlichen Zahl n in folgender
Form angeben:

(105)

Die Tangensfunktion

sin

Fiir die Tangens-Funktion tana = 2% ergeben sich Vorzeichenwechsel an den Definiti-
onsliicken (den Stellen, an denen cosa = 0 gilt). Je nachdem, von welcher Seite aus man
sich diesen “Polstellen” nédhert, nehmen die Funktionswerte des Tangens — entsprechend
der Vorzeichen von sin a und cos @ — unendlich grofse negative bzw. positive Werte an.

Die Nullstellen n - 7 der Tangensfunktion sind mit denen der Sinusfunktion identisch, die
Polstellen entsprechen den Nullstellen (2-n + 1) - T der Cosinusfunktion.

Additionstheoreme

Bisweilen treten in mathematischen und technischen Aufgaben Sinus- und Cosinusfunk-
tionen auf, deren Argument eine Summe zweier Winkel ist. Oft ist es dabei hilfreich, diese
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Abb. 119: Der Funktionsgraph des Tangens fiir 0 < o < 360°.
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als Verkniipfung mehrerer Sinus- bzw. Cosinusfunktionen mit nur einem Winkel als Ar-
gument angeben zu konnen. Die folgenden Rechenregeln, die eine derartige Umrechnung
ermoglichen, werden iiblicherweise als “Additionstheoreme” bezeichnet.

Fiir beliebige Winkelwerte x; und x5 gilt:

sin (x1 + x9) = sin (x1) - cos (x2) + cos (x1) - sin (x2) (106)

cos (z1 + x2) = cos (x1) - cos (zg) — sin (1) - sin (x2)
Ist xo < 0, so gilt wegen Gleichung (103):

sin (x1 — x2) = sin (z1) - cos (x2) — cos (1) - sin (z9)

cos (1 — x2) = cos (x1) - cos (x2) + sin (1) - sin (x2)
Ist 1 = x4, so gelten folgende Rechenregeln fiir “doppelte” Winkelwerte:

sin (2-2) =2 -sin (z) - cos (x)
cos (2 - ) = cos® (z) — sin? (z) (107)
=2-cos’(z) —1=1—2-sin* ()

Umgekehrt lassen sich Sinus und Cosinus auch umformen, indem man in den obigen
Gleichungen = durch 7 ersetzt. Es gilt dabei:

sin (z) = 2 - sin (g) - cos (g)

cos (1) = cos® (g) — sin? <g> (108)

:2'0032<£)—1:1—2'sin2<z)
2 2

Zudem gibt es (eher zum Nachschlagen) auch zwei Formeln, mit denen Summen oder
Differenzen von gleichartigen Winkelfunktionen in Produkte verwandelt werden konnen,
was insbesondere bei der Vereinfachung von Briichen hilfreich sein kann:

sin (1) + sin (z2) = 2 - sin (Il ;— xQ) - COS (xl ; x2>

sin (1) — sin (22) = 2 - cos (xl ;xQ) - sin (x1 ; Ig)

Schlieflich gibt es noch zwei Additionsregeln fiir die Summe bzw. die Differenz von Win-
kelargumenten bei Tangensfunktionen:

(109)

~ tan (1) + tan (z)
tan (Il + xQ) - 1 — tan (xl) - tan (1»2) (110)
tan (2, — 19) tan (1) — tan (z9)
P T S tan () - tan (72)
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Die Arcus-Funktionen

Die Arcus-Funktionen asin(z), acos(z) und atan(z) geben zu einem gegebenen Wert x
den zugehdrigen Winkel v an; sie sind damit die Umkehrfunktionen der trigonometri-
schen Funktionen sin (z), cos (z) und tan (z). Beispielsweise ist asin(z) der Winkel im
Einheitskreis, dessen Sinus gleich z ist.

Da die Sinus-, Cosinus- und Tangensfunktionen aufgrund ihrer Periodizitat nicht bijektiv
sind, muss ihr Definitionsbereich bei der Bildung der jeweiligen Umkehrfunktion einge-
schrankt werden. Die Arcus-Funktionen werden dabei {iblicherweise mit folgenden Defi-
nitionsbereichen festgelegt:

e Die Umkehrfunktion zu y = sin (z) mit « € [-7F; 7] ist die Funktion y = asin(x) mit
x € [1;1].

y = arcsin(z)

Abb. 120: Funktionsgraph der Arcus-Sinus-Funktion.

e Die Umkehrfunktion zu y = cos (z) mit = € [ 0; 7] ist die Funktion y = acos(z) mit
x € [1;1].

yA

y = arccos(x)

Abb. 121: Funktionsgraph der Arcus-Cosinus-Funktion.
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o Die Umkehrfunktion zu y = tan (z) mit = € [-3; 7] ist die Funktion y = atan(z)
mit z € R.

54

y = arctan(z)

1 ] >
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Abb. 122: Funktionsgraph der Arcus-Tangens-Funktion.

Die Wertebereiche der Arcus-Funktionen stimmen dabei mit den obigen Definitionsberei-
chen der urspriinglichen Winkelfunktionen iiberein.

Differentialrechnung

In zahlreichen Fillen, insbesondere bei der Kurvendiskussion, méchte man wissen, welche
Steigung bzw. Kriimmung der Graph einer Funktion an einer bestimmten Stelle besitzt.
Aufschluss hieriiber bietet die so genannte Differentialrechnung.

Differenzen und Differentiale
Das Steigungsdreieck

Um die Bedeutung der Steigung einer Funktion zu verstehen, wird zunichst die Steigung
einer Geraden betrachtet. Ein anschauliches Beispiel bietet eine Holzleiste oder ein Lineal,
das schrig auf einer geraden Unterlage aufgestellt wird.

Umso schneller die Hohe h entlang der horizontalen Wegstrecke [ zunimmt, d.h. umso
steiler das Lineal aufgestellt ist, desto grofer ist die Steigung.

Ein solches “Steigungsdreieck” kann in einem gewdhnlichen Koordinatensystem an jede
Gerade angelegt werden. Wandert man von einem (frei wihlbaren) Punkt auf der Gera-
den beispielsweise fiinf Késtchen horizontal nach rechts und z#hlt dann die Anzahl an
Kistchen, die man horizontal nach oben oder unten zuriicklegen muss um wieder auf die
Gerade zu treffen, so hat man ein Maf fiir die Steigung der Gerade gewonnen.

Beispiele:

177



Abb. 123: Modell eines Steigungsdreiecks. Durch Messen der Hohe h und Lénge [ kann
die Steigung einer schriagen Holzleiste bestimmt werden.

e Eine Gerade, die entlang einer horizontalen Strecke von fiinf Késtchen nach rechts
um drei Kéastchen nach oben ansteigt, ist weniger steil als eine Gerade, die entlang
der gleichen horizontalen Strecke (fiinf Késtchen) um sieben Késtchen nach oben
steigt.

e Eine Gerade, die entlang einer horizontalen Strecke von drei Késtchen nach rechts
um vier Késtchen nach oben ansteigt, ist steiler als eine Gerade, die entlang der
gleichen horizontalen Strecke (drei Kédstchen) um zwei Késtchen nach oben steigt.

e Eine Gerade, die entlang einer horizontalen Strecke von vier Késtchen nach rechts
um acht Késtchen nach oben ansteigt, ist genauso steil wie eine Gerade, die entlang
einer horizontalen Strecke von sechs Késtchen um zwolf Késtchen nach oben steigt.

Mathematisch kann das Verhiltnis zwischen der vertikalen Anderung Ay = yo — 31 und
der horizontalen Anderung Az = x5 — x; als Bruch geschrieben werden:

Vertikale Anderung o —y1 _ Ay (111)
Horizontale Anderung 22 — 21 Az

Steigung =

Da die beiden Anderungsgréken Ay und Az die gleiche Einheit (z.B. Késtchen oder cm)
besitzen, besitzt die Steigung keine Einheit.

e Der Wert der Steigung ist positiv, wenn mit zunehmenden x-Werten die zugehorigen
y-Werte grofser werden.

e Die Steigung ist gleich Null, wenn mit zunehmenden xz-Werten die zugehorigen y-
Werte unverdndert (konstant) bleiben.

e Eine negative Steigung bedeutet entsprechend, dass mit zunehmenden z-Werten die
zugehorigen y-Werte kleiner werden.

Die Steigung kann auch in Prozent angegeben werden. Eine Steigung von 100% be-
deutet beispielsweise, dass die Gerade mit jedem Késtchen nach rechts um genau ein
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Abb. 124: Das Verkehrszeichen weist auf einen Berg mit einer (durchschnittlichen) Stei-
gung von 12 Prozent hin.

Késtchen nach oben steigt. Da jedes Steigungsdreiecks rechtwinklig ist, kann fiir belie-
bige Steigungen kann der Steigungswinkel o mit Hilfe der trigonometrischen Beziehung

tan q = -Jegenkathete o0 hnet werden:
Ankathete

Gegenkathete Ay
Ankathete Az

Eine Steigung von 1 oder 100% bedeutet gerade, dass je horizontaler Wegdifferenz Ax

eine ebenso grofse vertikale Wegdifferenz Ay vorliegt; dies ist genau dann der Fall, wenn
a = atan (%) = 45° ist.

tano =

Differenzen- und Differentialquotient

Die meisten Funktionen haben keine einheitliche Steigung. Vielmehr nimmt die Steigung
an verschiedenen Stellen unterschiedliche Werte an, kann mitunter in unterschiedlichen
Bereichen auch das Vorzeichen wechseln.

Um die durchschnittliche Steigung einer beliebigen Funktion f in einen bestimmten Be-

reich zwischen einem Startwert xy und einem Endwert xo 4+ Ax angeben zu konnen, kann

man die Funktionswerte f(zo) und f(x¢ + Az) an den Bereichsgrenzen mit einer Gera-

den verbinden und ein entsprechendes Steigungsdreieck einzeichnen. Die Steigung dieser

— iiblicherweise als “Sekante” — bezeichneten Geraden ist nach Gleichung (111) durch den
y

“Differenzenquotient” % einfach zu berechnen und entspricht der mittleren Steigung der

Funktion f im betrachteten Bereich.

A Ax) —
Durchschnittliche Steigung = tan (ag) = A—Z = f(o + Ax&z f(xo) (112)

Dabei bezeichnet ag den Winkel, den die Sekante mit der Horizontalen einschliefst.

Der Wert der Steigung einer Funktion f an einer einzigen Stelle xq lasst sich mit zuneh-
mender Genauigkeit ermitteln, wenn der Bereich um die Stelle zy immer kleiner (“feinma-
schiger”) gewéhlt wird. Im Grenzfall ist Az und somit auch das Steigungsdreieck winzig
klein. Die Sekante wird hierbei zu einer Tangente, die den Funktionsgraphen augenschein-
lich nur noch in einem einzigen Punkt beriihrt. Fiir die Steigung der Tangente gilt also:

Punktuelle Steigung = tan (ar) = Alimo (%) = AlimO (f(xo i Az) — f(wo)) (113)
xr—r s xr— s
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f(zo + Ax)

asg

f (o)

) z9 + Az T

Abb. 125: Steigung der durch f(zo) und f(zo+ Ax) verlaufenden Sekante als Veranschau-
lichung des Differenzenquotienten.

aT

f (o)

oy} X

Abb. 126: Steigung der durch f(z() verlaufenden Tangente als Veranschaulichung des
Differentialquotienten.
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Dabei bezeichnet a1 den Winkel, den die Sekante mit der Horizontalen einschlieft.

Das Schrumpfen des angelegten Steigungsdreiecks um einen bestimmten Punkt herum
dhnelt gewissermafen dem Zusammenziehen eines Knotens. In der mathematischen Sym-
bolik wird bei “infinitesimal” kleinen Steigungsdreiecken anstelle des griechischen Grofs-
buchstabens A der Kleinbuchstabe d geschrieben. Der Differenzenquotient % wird dabei
zum so genannten Differentialquotienten %:

% Grenzwg;bildung %

Ax dx

Differenzierbarkeit an einer Stelle

Die Steigung einer Funktion f an einer Stelle x( ist nur dann eindeutig festgelegt, wenn
die Steigungen in der unmittelbaren Umgebung links und rechts der Stelle gleich sind.
Dies ist fast immer der Fall, doch es gibt Ausnahmen.

Beispiel:

e Der Graph der Betragsfunktion y = |z| besitzt einen Knick an der Stelle x5 = 0.
Zeichnet man ein Steigungsdreieck links und rechts dieser Stelle ein, so besitzt die
Steigungsgerade auf der linken Seite die Steigung —1, auf der rechten Seite hingegen
den Wert +1. An der Stelle 2y = 0 ist die Steigung nicht festgelegt — die Funktion
ist an dieser Stelle nicht differenzierbar.

v

|
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|
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|
—
{3
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(S0

Abb. 127: Graph der Betragsfunktion y = |z|. An der Stelle zy = 0 ist die Funktion nicht
differenzierbar.

Anschaulich sind Funktionen dann differenzierbar, wenn sich die Steigung ihrer Graphen
kontinuierlich dndert, die Graphen also keinen “Knick” besitzen. Hierauf ist insbesondere
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an den Bereichsgrenzen von abschnittsweise definierten Funktionen (z.B. Signumsfunkti-
on, Betragsfunktion, Stufenfunktion, usw.) sowie an Polstellen von gebrochen-rationalen
Funktionen zu achten.

Besitzt eine Funktion eine Definitionsliicke, so kann an dieser Stelle nichts iiber die Diffe-
renzierbarkeit der Funktion ausgesagt werden.

Um die Steigung unmittelbar links und unmittelbar rechts der Stelle z; berechnen zu
konnen, wihlt man die Stelle zy selbst als Bereichsgrenze. Wéhlt man als zweite Be-
reichsgrenze x-Werte, die nur ein wenig kleiner bzw. grofer als zy sind, so erhélt man
Steigungsdreiecke, die unmittelbar links bzw. rechts der untersuchten Stelle an der Funk-
tion anliegen.

Mathematisch lassen sich die beiden unmittelbar angrenzenden Steigungen wie folgt aus-
driicken:

flao + Ax) — f(i'?o))

Steigung links von zy: = lim (
Ax

Axz—0,
Ax<0

Ax

Az—0,
Az>0

Ar) —
Steigung rechts von xzp: = lim <f(x0 + Az) f(mo))

Stimmen die beiden Grenzwerte auf linken und auf der rechten Seite der Stelle x iiberein,
so ist die Funktion an dieser Stelle differenzierbar, und der Wert ihre Steigung ist gleich
dem Steigungswert der beiden Grenzwerte.

Beispiel:

e Die Funktion f(x) = |z| soll auf Differenzierbarkeit an der Stelle x5 = 0 hin unter-
sucht werden.

Um die Betragstriche weglassen zu konnen, zerlegt man die Funktion in zwei Teil-
funktionen f(x) = —z fiir v < 0 und f(z) = +a fiir z > 0. An der Stelle 5 = 0
gilt somit fiir den linksseitigen Grenzwert:

lim (f(onrAx)—f(a:O)) ~ tim (|x0+A3¢]—\x0]) _ lim (—Ax) _

Az—0, Ax Az—0, Ax Az—0, \ Ax
Ax<0 Ax<0 Azxz<0

Azx) — Azx| — A
Az—0, Ax Az—0, Ax Az—0, \ Ax
Ax>0 Axz>0 Ax>0

Hierbei wurde jeweils xo = 0 eingesetzt und die Betragsfunktion in Abhéngigkeit des
Vorzeichens von Ax ausgewertet. Der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert
stimmen nicht iiberein, die Funktion ist somit an der Stelle zy = 0 nicht differen-
zierbar.
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An jeder anderen Stelle, beispielsweise zp = —5, ist die Funktion f(z) = |z| jedoch
differenzierbar, denn dabei gilt:

lim (f(x0+Ax)—f(x0)> — lim (|xo+Ax|—|x0|)

Az—0, Ax Ag—0, Ax
Az<0 Az<0
— fim | — 5+ Az| — | — 5| — fim +5— Az —5 _
T A0, Az  Az0, Az -
Ax<0 Az<0

Dieser Wert des Differentialquotienten gilt in diesem Fall sowohl fiir positive wie
fiir negative Axz-Werte, da diese im Vergleich zu xy klein sind und daher keine
Auswirkung auf das Vorzeichen der Betragsfunktion haben.

Herleitung von Ableitungsregeln

Um die Steigung einer Funktion f(z) fiir beliebige Punkte angeben zu konnen, ist es
niitzlich, eine Funktion f’(x) zu finden, deren Funktionswerte eben den Werten der Stei-
gungen von f(x) entsprechen. Die Funktion f'(x) wird dabei als “Ableitung” von f(x),
die Bestimmung von f(z) als “Ableiten” von f(x) bezeichnet.

Um eine allgemeine Ableitungsregel fiir beliebige 2z-Werte herzuleiten, wird zunéchst der
Differentialquotient fiir die betrachtete Funktion aufgestellt. Durch geschickte Umformun-
gen versucht man anschlieffend, den zu untersuchenden Term auf bekannte Grenzwerte
hin zuriickzufiihren (beispielsweise gegen Null konvergierende Terme). Als Ergebnis erhélt
man dann einen Ausdruck, der die Ableitung f'(z) der Funktion angibt.
Beispiele:

e Die Ableitung fiir die Funktion f(x) = 22 soll anhand des Differentialquotienten

bestimmt werden.

Der Differentialquotient fiir diese Funktion lautet allgemein:

. (f(m+Aa:)—f(x)> . ((m+Ax)2—a:2)

Ao Az Az—0 Az
2 2.0-A Az)? — r?
= lim ($+ v Ar+ (A7) m):hm 2-z4+Ax)=2-x
Az—0 Ax Ax—0

In der zweiten Zeile wurde hierbei zunéchst die binomische Formel ausmultipli-
ziert, wobei sich die z2-Terme wegen des unterschiedlichen Vorzeichens aufheben.
Anschliefend wurde im Zéhler Az ausgeklammert und gekiirzt.

Fiir die Funktion f(z) = 22 ist die zugehorige Ableitungsfunktion somit f/(r) = 2-z.

e Die Ableitung fiir die Funktion f(z) = 4-2% —5 -z soll anhand des Differentialquo-
tienten bestimmt werden.
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Der Differentialquotient fiir diese Funktion lautet allgemein:

(f(x + Az) — f(x)) ( (4-(z + Az)? = 5-(z + Az)) — (4-2% — 5.1,-))

= lim
Ax—0

Ax Az

. ((4-(:63 +3-2%- Az + 3-2-(Az)* + (Az)® — 5.0 — 5-Azx) — (4-2° — 51:))
= lim
Az

12-2% Az +12-2-(Az)? — 5-A
— lim ( Az +12-2-(Az) - 5 x) = lim (12:2° +12-2-Az — 5)
Ax—0 Az Axz—0
=122 -5

In der zweiten Zeile wurde hierbei wiederum die binomische Formel ausmultipliziert,
wobei sich die 4-23-Terme und 5-z-Terme jeweils wegen der unterschiedlichen Vor-
zeichen aufheben. Anschliefend wurde im Zahler Az ausgeklammert und gekiirzt;
im resultierenden Ausdruck geht der Term 12 - x - Ax wegen Ax — 0 gegen Null.

Fiir die Funktion f(x) =423 — 5z ist die zugehdrige Ableitungsfunktion somit
f'(x) =12 2% — 5.

Gliicklicherweise wurden, wie in den nachsten Abschnitten ndher beschrieben ist, mit
Hilfe der obigen Methode fiir alle elementaren Funktionen allgemeine Ableitungsregeln
hergeleitet, so dass man die Ableitung einer Funktion in praktischen Anwendungen sehr
haufig mit deutlich weniger Rechenaufwand bestimmen kann.

Ableitungen von Potenz- und Wurzelfunktionen

Allgemein konnen Potenz- und Wurzelfunktionen in der Form y = f(z) = 2™ dargestellt
werden, wobei n € QT eine beliebige positive rationale Zahl ist. Diese Funktionen sind an
allen Stellen ihres Definitionsbereichs differenzierbar, da bei Ableitungen von Hyperbel-
funktionen ihre Steigung entweder gleich bleibt oder sich kontinuierlich dndert.! Es ldsst
sich somit jeweils eine Funktion f’(x) finden, die fiir jeden Wert x des Definitionsbereichs
genau den Wert der Steigung von f(z) als Funktionswert liefert. Eine solche Funktion
f'(x) wird Ableitungsfunktion oder kurz Ableitung von f(x) genannt.

! Diese Regel lisst sich mit Hilfe des Differentialquotienten und der allgemeinen binomischen Formel
herleiten. Fiir y = f(z) = 2™ lautet der Differentialquotient:

W _ iy ((x o w) _ @ () e (A 4 () 2t (AT 4 () - (A)t) — e
Ax Az

d;I,‘ x—0

Die beiden z"-Terme heben sich dabei aufgrund des unterschiedlichen Vorzeichens auf. Alle verbleibenden
Zéhlerterme enthalten Ax als Faktor, so dass dieser ausgeklammert und gekiirzt werden kann. Mit dem
Binomialkoeffizienten (711) = n folgt:

d7y I n—1 n n—2 1 n 1 n—2 n—1
dx—Alirgo(n x +(2> x (Az)" +...+ no1)® (Az)" % + (Ax)

Geht in diesem Term Az gegen Null, so werden alle Terme, die Az als Faktor beinhalten, gegeniiber
dem Term n - 2"~ ! vernachliissigbar klein. Das Ergebnis entspricht somit der obigen Ableitungsregel fiir
Potenzfunktionen.
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Steigung und erste Ableitung

Die erste Ableitung f’(z) einer Funktion gibt an, wie schnell sich ihre Funktionswerte
dndern; man spricht auch von der “Steigung” von f(z). Fiir eine Potenzfunktion ldsst sich
die zugehorige Ableitung einfach nach folgender Regel bestimmen:?

flx)y=2" = f(x)=n-2"" (114)
Die Ableitung einer Potenzfunktion ist somit wieder eine Potenzfunktion, deren Grad um
1 geringer ist als die urspriingliche Funktion.
Beispiele:

e Fiir n = 0 gilt f(z) = 2 = 1. Diese Funktion liefert fiir alle z-Werte konstant den
Wert 1, die Funktionswerte dndern sich also nicht. Die Steigung muss in diesem Fall
also gleich Null sein. Nach der obigen Regel wird diese Bedingung erfiillt:

fla) =2

T
= flr)=0-2""1=0

(115)

e Fiir n = 1 entspricht f(z) = 2" der Ursprungsgeraden f(z) = x! = z. Fiir die
Ableitungsfunktion ergibt sich nach Gleichung (114):

Da eine Gerade stets eine konstante Steigung besitzt, liefert ihre Ableitungsfunktion
fiir alle x einen konstanten Wert. Dieser Wert ist umso grofer, je steiler die Gerade
verlauft, und negativ, falls es sich um eine fallende Gerade handelt.

e Fiir n = 2 entspricht f(x) = 2" der Normalparabel f(x) = z?%. Fiir die Ableitungs-
funktion ergibt sich nach Gleichung (114):

fla) =2
= fllz)=2-2""1=2.2" =22
Die Steigung der Normalparabel nimmt also konstant zu — von stark negativen Wer-

ten links der y-Achse (der Graph der Ableitungsfunktion befindet sich im negativen
Wertebereich) bis hin zu stark positiven Werten rechts der y-Achse.

e Fiir n =3 gilt f(z) = 23, und fiir die Ableitungsfunktion:

Die Ableitungsfunktion f’(z) = 3 - 22 befindet sich stets im positiven Wertebereich,
was bedeutet, dass die Steigung der kubischen Funktion f(x) = a? stets positiv
(bzw. Null am Punkt (0;0)) ist.

2 Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Graphen keine “Knicke” besitzen, vgl. Abschnitt Differen-
zierbarkeit.)
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Abb. 128: Funktionsgraph und erste Ableitung (Steigung) der linearen Funktion y = x.
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Abb. 129: Funktionsgraph und erste Ableitung (Steigung) der quadratischen Funktion

y = 2°.
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Abb. 130: Funktionsgraph und erste Ableitung (Steigung) der kubischen Funktion y = 2.

e Fiirn = % entspricht f(z) = 22 nach den Rechenregeln fiir Wurzeln und Potenzen

der Wurzelfunktion f(z) = /z. Fiir die und fiir die Ableitungsfunktion f’(x) gilt in
diesem Fall:

- =3 () =5 () -5 (5) -3 (35) - 73

Die Ableitungsfunktion f'(z) = ﬁ% befindet sich ebenfalls stets im positiven Wer-
tebereich, da die Wurzelfunktion f(z) = y/z kontinuierlich wéchst. Die Werte der
Ableitungsfunktion werden jedoch immer geringer, das heifst die Wurzelfunktion
wachst zunehmend langsamer.

Die erste Ableitung kann genutzt werden, um differenzierbare Funktionen auf maximale
und/oder minimale Funktionswerte hin zu untersuchen.

Extremstellen

Hat eine Funktion an einer Stelle z( ein lokales Maximum (“Hochpunkt”) oder Minimum
(“Tiefpunkt”), so ist an dieser Stelle die Steigung der Funktion und somit auch die erste
Ableitung gleich Null. Der Wert der ersten Ableitung an einer Stelle z( ist ebenfalls dann
gleich Null, wenn die zugehorige Funktion an dieser Stelle einen so genannten “Terras-
senpunkt” besitzt. In allen drei Féllen spricht man von Extremstellen, die zugehorigen
Funktionswerte von f(z) werden Extremwerte genannt.

Um die Extremstelle(n) einer differenzierbaren Funktion zu finden, geniigt es somit, die
erste Ableitung zu berechnen und diese gleich Null zu setzen. Lést man die zugehorige
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Abb. 131: Funktionsgraph und erste Ableitung (Steigung) der Wurzelfunktion y = /z.

F(wo)

Abb. 132: Beispiel-Graphen mit einem Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt an der
Stelle z.
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Gleichung, so erhilt man die x-Werte von allen Extremstellen. Um zu priifen, ob es sich
bei einer Extremstelle um einen Hochpunkt, einen Tiefpunkt oder einen Terrassenpunkt
handelt, kann man folgende Félle priifen:

e Vor einem Hochpunkt ist die erste Ableitung (Steigung) der Funktion zunéchst
positiv, nach dem Hochpunkt negativ.

e Vor einem Tiefpunkt ist die erste Ableitung (Steigung) der Funktion zunéchst ne-
gativ, nach dem Tiefpunkt positiv.

e Vor und nach einem Terrassenpunkt ist die erste Ableitung der Funktion entweder
jeweils positiv oder jeweils negativ.

Es geniigt also, zu einer gefundenen Extremstelle xy einen Wert x < xy und einen Wert
x > x¢ in die erste Ableitungsfunktion einzusetzen und die Vorzeichen der jeweiligen Er-
gebnisse zu priifen. Auf diese Weise untergliedert man letztlich den Definitionsbereich in so
genannte Monotoniebereiche, also Bereiche, in denen die Steigung das gleiche Vorzeichen
hat. Man kann hierfiir auch eine Tabelle mit den einzelnen Abschnitten als Spalten an-
legen und dort die Steigungs-Vorzeichen der einzelnen Abschnitte eintragen. Auch daran
kann man die Extremwerte unmittelbar ablesen.

Bisweilen werden auch die einzelnen Hoch- bzw. Tiefpunkte untereinander verglichen.
Der Hochpunkt mit dem groften Funktionswert und der Tiefpunkt mit dem niedrigsten
Funktionswert werden absolute Extremstellen genannt, weitere Hoch- und Tiefpunkte
bezeichnet man als lokale Extremstellen.

Kriimmung und zweite Ableitung

Will man nicht nur wissen, welche Steigung eine Funktion an einer bestimmten Stelle
aufweist, sondern ist auch daran interessiert, wie schnell sich die Steigung der Funktion
dndert, so kann die erste Ableitung erneut abgeleitet werden. Auf diese Weise erhilt man
die zweite Ableitung f”(x) der urspriinglichen Funktion. Sie gibt an, wie schnell sich die
Steigungswerte der Funktion dndern; die Anderung der Steigung wird als “Kriimmung”
des Graphen bezeichnet.

Stellt man sich ein Fahrzeug vor, das — von oben betrachtet — auf dem Graphen der
Funktion in Richtung zunehmender z-Werte entlangfihrt, so gibt das “Lenkverhalten”
des Fahrzeugs Aufschluss iiber die Kriimmung der Funktion.

e Legt das Fahrzeug auf seinem Weg entlang des Graphen eine Linkskurve zuriick, so
bezeichnet man die Kriimmung der Funktion als positiv.

e Legt das Fahrzeug auf seinem Weg entlang des Graphen eine Rechtskurve zuriick,
so bezeichnet man die Kriimmung der Funktion als negativ.

e Kann das Fahrzeug entlang des Graphen ohne zu lenken “geradeaus” fahren, so ist
die Kriimmung des Graphen gleich Null.

In verschiedenen Bereichen der Funktion kann die Kriimmung unterschiedlich sein. Als
anschauliche Beispiele eignen sich ebenfalls die einfachen Potenzfunktionen f(x) = z".

Beispiele:
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e Fiir n = 1 entspricht f(z) = 2™ der Ursprungsgeraden f(z) = 2! = z. Fiir die 1.
Ableitung f’(z) sowie fiir die 2. Ableitung f”(z) ergibt sich mit den Gleichungen
(114): und (115):

y=fx)=2'
= f'(z) = 1 = konst.
= () =0

Da die Steigung einer Geraden an allen Stellen gleich ist, tritt keine Kriimmung auf:
Der Wert der zweiten Ableitung ist — unabhéngig vom eingesetzten x-Wert — stets
gleich Null.

y = fx) y=f'() y=f"(x)

Abb. 133: Funktionsgraph, erste und zweite Ableitung (Steigung bzw. Kriimmung) der
linearen Funktion y = .

e Fiir n = 2 entspricht f(x) = 2" der Normalparabel f(z) = z?. Fiir die 1. Ableitung
f'(x) sowie fiir die 2. Ableitung f”(x) ergibt sich entsprechend:

y = f(x) =
= fl(x) =22
= f'(r)=2-2"=2

Eine Parabel besitzt stets eine konstante Kriimmung. Im obigen Beispiel ist die
Parabel nach oben gedffnet, ihre Kriimmung ist positiv. (Ein Fahrzeug miisste —
von oben betrachtet — entlang der Parabel eine Linkskurve fahren.)

e [iir n = 3 gilt f(z) = 2®, und fiir die Ableitungsfunktionen nach Gleichung (114):
fla) =2
= f'(x) =3 2*
= f"(r)=3-2-2' =6-2

Die zweite Ableitung f”(x) = 6 - x ist links der y-Achse negativ, was der negativen
Kriimmung der Funktion in diesem Bereich entspricht. Am Punkt (0;0) ist die zweite
Ableitung gleich Null, an dieser Stelle hat die Funktion keine Kriimmung. Im Bereich
rechts der y-Achse ist die zweite Ableitung positiv, was einer Linkskriimmung des
Funktionsgraphen entspricht.
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y=["(z) y=["(z)
24 - =
71 2 f=3 1 —4 3 i 1 1 3 1 x —4 3 2 1 1 2 3 1 » T
34 ;—— 34
Abb. 134: Funktionsgraph, erste und zweite Ableitung (Steigung bzw. Kriimmung) der

Parabelgleichung y = 2.

M el R ek
1 I | I ]

y=f"(x)

| jy=6:x

Abb. 135: Funktionsgraph,

kubischen Funktion y = x

3

erste und zweite

Ableitung (Steigung bzw. Kriimmung) der
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Extremstellen und zweite Ableitung

Hat man die zweite Ableitung einer Funktion berechnet, so kann auch diese zur Klassi-
fizierung von Extremstellen genutzt werden. Hierzu geniigt es, den gefundenen Wert xzq
einer Extremstelle in die zweite Ableitung einzusetzen:

e Hat das Ergebnis ein positives Vorzeichen, so hat die Funktion an dieser Stelle einen
Tiefpunkt.

e Hat das Ergebnis im umgekehrten Fall ein positives Vorzeichen, so hat die Funktion
an dieser Stelle einen Hochpunkt.

e Ist das Ergebnis gleich Null, so hat die Funktion an dieser Stelle einen Terrassen-
punkt.

Zur Veranschaulichung dieser Zusammenhédnge konnen als elementare Beispiele wiederum
die Graphen der Funktionen 22 und 2 und ihrer Ableitungen betrachtet werden.

Beispiele:

e Die Funktion f(x) = 2% hat an der Stelle 25 = 0 eine Extremstelle; der Wert ihrer
zweiten Ableitung f”(x) = 2 an dieser Stelle ist f”(0) = 2, es muss sich somit um
einen Tiefpunkt handeln.

e Die Funktion f(z) = z® hat an der Stelle 7y = 0 eine Extremstelle; der Wert ihrer
zweiten Ableitung f”(z) = 6 - x an dieser Stelle ist f”(0) = 6 -0 = 0, es muss sich
somit um einen Terrassenpunkt handeln.

Die Methode, die Art der Extremstellen mittels der zweiten Ableitung zu bestimmen,
ist gegeniiber der oben genannten Methode effizienter, da nur einmal ein x-Wert in eine
Funktion eingesetzt und der zugehdrige Funktionswert berechnet werden muss.

Wendepunkte

Andert sich an einer Stelle z, die Kriimmung einer Funktion, so ist an dieser Stelle die
zweite Ableitung gleich Null. Diese Bedingung kann genutzt werden, um so genannte
Wendepunkte einer Funktion zu bestimmen.

Um Wendepunkte einer differenzierbaren Funktion zu finden, geniigt es somit, die zweite
Ableitung zu berechnen und diese gleich Null zu setzen. Lost man die zugehorige Glei-
chung, so erhélt man die z-Werte aller moglicher Wendepunkte; durch Einsetzen der
x-Werte in die urspriingliche Funktion erhilt man die zugehdrigen y-Werte. Es muss al-
lerdings — dhnlich wie bei FExtremstellen — gepriift werden, ob es sich bei den jeweiligen
Stellen tatsdchlich um Wendepunkte der Funktion handelt:

e Ist die zweite Ableitung (Kriimmung) einer Funktion zunéchst negativ und anschlie-
fsend positiv oder umgekehrt, so handelt es sich um einen Wendepunkt.

e Hat die zweite Ableitung (Kriimmung) einer Funktion sowohl vor als auch nach
einer Stelle xq das gleiche Vorzeichen, so ist diese Stelle kein Wendepunkt.
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Es geniigt also, zu einer gefundenen Nullstelle o der zweiten Ableitung einen Wert z < xg
und einen Wert z > z( in die zweite Ableitungsfunktion einzusetzen und die Vorzeichen
der jeweiligen Ergebnisse zu priifen.?

Ableitungen von ganz- und gebrochenrationalen Funktionen

Ableitungen von ganzrationalen Funktionen

Eine ganzrationale Funktion hat allgemein folgende Form:

n
f(z) :Zai-xi:an-x”+an_1-x"_1+...+a3~x3+a2-x2+a1-xl—i—ao
i=0
Um die Ableitung einer solchen Funktion zu bestimmen, miissen folgende zwei Ableitungs-
regeln verwendet werden:

e Wird eine Funktion f(x) mit einem konstanten Faktor ¢ multipliziert, so bleibt
dieser Faktor beim Ableiten unverindert erhalten. Fiir die Ableitung gilt somit:

(c- f@) =c- f'(z)

Ist ¢ negativ, so ist die Funktion gegeniiber der urspriinglichen Funktion an der z-
Achse gespiegelt. In diesem Fall hat auch die Steigung ein umgekehrtes Vorzeichen.

e Besteht eine Funktion f(z) aus einer Summe von Einzelfunktionen f(z), fa(x), ...,
so ist die Ableitung gleich der Summe der Ableitungen der Einzelfunktion. Es gilt
also:

!/

(fi@) + fol@)) = fi(z) + f3(z)

Mit den obigen Regeln und den Ableitungsregeln fiir Potenzfunktionen ergibt sich somit
fiir die erste Ableitung einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades:

fllx)=n-a, - 2" '+ (n—1)-ay1-2"*+...+3-a3-2°+2-ay- 2" + a;

Die Ableitung einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades ist somit eine ganzrationale
Funktion (n — 1)-ten Grades. Leitet man die Funktion ein zweites mal ab, so wird der
Grad der Ableitungsfunktion wiederum um 1 niedriger. Fiir die zweite Ableitung gilt
entsprechend:

ff@y=n-n—1)-a, - 2" +n—-1)-n—2)-an1- 2" +...+3-2-a3-2' +2-ay

Insgesamt lésst sich eine ganzrationale Funktion n-ten Grades also n mal ableiten; alle
weiteren Ableitungen sind gleich Null.

3 Sofern die dritte Ableitung der Funktion bereits berechnet wurde, kann auch diese genutzt werden,
um zu iiberpriifen, ob es sich bei einer Stelle £y um einen Wendepunkt handelt: Setzt man diesen Wert
in die dritte Ableitung ein und ist das Ergebnis ungleich Null, so handelt es sich um einen Wendepunkt.

Ist die dritte Ableitung an der untersuchten Stelle f"’(xq) = 0, so kann ein Wendepunkt jedoch nicht
ausgeschlossen werden! Die oben genannte Methode ist also fiir die Bestimmung von Wendepunkten zu
bevorzugen.
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Ableitungen von gebrochenrationalen Funktionen

Eine gebrochenrationale Funktion hat allgemein folgende Form:

n . —
Z(x) Yoo Ay T4+ ay 1 2" 14+ Fay- 2 +a -+ ao

N(x) :Zzlzobkz'xk by A by 4 by 22 4 by -+ ag

fx) =

Gebrochenrationale Funktionen bestehen also aus einem Zihlerpolynom Z(z) mit Grad
n und einem Nennerpolynom N(x) mit Grad m; die Grade des Zahlerpolynoms und des
Nennerpolynoms unterscheiden sich also um n —m. Um eine solche Funktion ableiten zu
kénnen, muss eine weitere Ableitungsregel verwendet werden:

e Besteht eine Funktion f(z) aus einem Quotienten zweier Einzelfunktionen f;(z) und
fa(z), so ldsst sich die Ableitung von f(x) nach folgender Regel berechnen:

(fl(:v))’ _ (@) - fox) — file) - fi(x)
() (f2(x))2

Fiir die Ableitung einer gebrochenrationalen Funktion gilt also:

Z'"(x) - N(z)— N'(z)- Z
(N @)

Die Ableitungen des Zahler- bzw. Nennerpolynoms werden dabei geméf den Regeln fiir

Ableitungen ganzrationaler Funktionen gebildet. Das Ergebnis ist hierbei wiederum eine

gebrochenrationale Funktion, wobei sich die Grade des Zahlerpolynoms und des Nenner-
polynoms der Ableitung um n — m — 1 unterscheiden.

@) =

(116)

Echt gebrochen-rationale Funktionen mit n < m lassen sich somit unbegrenzt oft ableiten,
wobei die einzelnen Ableitungen niemals gleich Null sind.

Ableitungen von Hyperbelfunktionen

Hyperbeln, also Funktionen der Form f(x) = xin, sind der einfachste Sonderfall von ge-
brochenrationalen Funktionen. Fiir ihre Ableitung gilt:
1 ! 0-2" —n-2" 1.1 . en—1
(_> S 2x == 295 L
zm (z™) xem

Schreibt man fiir die Hyperbelfunktion f(r) = - = 27", so zeigt sich, dass die Ablei-

xn

tungen entsprechend der Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen gebildet werden kdnnen:

(93_”)/ = —n-x "t (117)

Die Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen gilt also nicht nur fiir positive rationale Werte
von n, sondern allgemein fiir negative ganzzahlige Werte von n.

194



Ableitungen von Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten

Um zu zeigen, dass die Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen allgemein fiir jede rationale
Zahl n = § mit p, ¢ € Z gilt, muss eine weitere Ableitungsregel verwendet werden:

e Besteht eine Funktion f(z) aus einer Verkettung zweier Einzelfunktionen fi(x) und
fa(z), so ldsst sich die Ableitung von f(x) nach der so genannten “Kettenregel”
berechnen:

(£ (h@)) = (£(h@)) - i)

Dabei wird zunéchst die &ufere Funktion abgeleitet, die innere Funktion bleibt dabei
unverandert. Anschliefend wird der sich ergebende Term mit der Ableitung der
inneren Funktion multipliziert.

Fiir die Ableitung einer Potenzfunktion f(x) = £ mit rationalem Exponenten n = £ gilt

damit:
() = () -

(@) G . gD

RIRBRLIBRITDQ |-~

Hierbei werden die Rechenregeln fiir Potenzen und Wurzeln genutzt und fi(x) = 2 als
“Guibere” sowie fo(z) = 2P als “innere” Funktion interpretiert. Beim Ableiten der dufieren
Funktion bleibt die innere Funktion als eigener Term unverdndert. Das Ergebnis wird
anschliefsend mit der Ableitung der inneren Funktion multipliziert, was umgangssprachlich
als “Nachdifferenzieren” bezeichnet wird. Ein Zusammenfassen der einzelnen Terme fiihrt
schlieflich zum gesuchten Endergebnis.

Ableitungen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Ableitungen von Exponentialfunktionen

Eine Ableitungsregel fiir Erponentialfunktionen kann mit Hilfe des Differentialquotienten
hergeleitet werden. Fiir eine Exponentialfunktion f(x) = a” gilt:

d A — (z+Az) _ =z
oy =0y (H A J)) _ g (o))

dx o Az—0

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir Potenzen kann dieser Term weiter umgeformt werden. Es
folgt:

(z+Az) _ ,z T Ar T Azr
a a a’ +a a a 1
(@) Ao ( Az ) Arso < Az ) Arso ( Az ) “
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Die Ableitung einer Exponentialfunktion ist somit wieder eine Exponentialfunktion, die
mit einem konstanten, jedoch von der Basis a abhingigen Faktor multipliziert wird. Es
lasst sich ein bestimmter Wert aq finden, fiir den der genannte Faktor gleich 1 ist. Hierfiir
muss gelten:

li i — 1 =1 = lim (1 A)f
Arso \ T Ag N do = gm L+ Az

Dieser Grenzwert entspricht formal dem Grenzwert einer Folge lim; ,o(1 + t)% reeller
Zahlen. Dieser Grenzwert konnte erstmals von Leonhard Euler bestimmt werden und
wird zu dessen Ehren “Eulersche Zahl” e genannt:

Sy

e=lim(1+¢)t =2,718281...

t—0
Diese Zahl ist irrational und fiir die Mathematik von &hnlicher Bedeutung wie die
Kreiszahl 7: Ist ndmlich die Eulersche Zahl e Basis einer Exponentialfunktion, ist also
f(x) = €, so ist die Ableitungsfunktion mit der urspriinglichen Funktion identisch, es
gilt in diesem Fall also:

flxy=¢" —  fl(zv)=¢€" (118)

Die Funktion f(x) = e® wird mitunter auch als “natiirliche” Exponentialfunktion bezeich-
net.

Fiir beliebige Exponentialfunktionen lisst sich eine Ableitungsregel herleiten, indem man
ausnutzt, dass Exponential- und Logarithmusfunktionen bei gleicher Basis a zueinander
Umkehrfunktionen sind, also beispielsweise e (®) = ¢ gilt. Fiir eine allgemeine Exponen-
tialfunktion kann folglich geschrieben werden:

f(I) — g% = (61n(a))ac — ex-ln(a)

Um diese Funktion ableiten zu konnen, muss — wie schon im Abschnitt Ableitungen von
Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten die so genannte “Kettenregel” genutzt wer-
den:

e Die Ableitung einer verketteten Funktion f(z) = fi (fg(l’)) ist gleich der Ableitung
der duferen Funktion multipliziert mit der Ableitung der inneren Funktion:

(£ (h@)) = (£(H@)) - )

Beim Ableiten der dufieren Funktion wird die innere Funktion dabei unveriandert
gelassen.

Fiir die obige Gleichung f(x) = ¢*(%) entspricht f,(x) = e* der duferen und f; = In (a)-z
der inneren Funktion. Da In (a) = konstant ist, gilt:'

fl(z) = e : In (a)
——

Ableitung der duferen Funktion Ableitung der inneren Funktion

! Um sich die Wirkung der Kettenregel im Detail vorstellen zu kénnen, kann man an dieser Stelle auch
z = x - In(a) schreiben. Die dufere Funktion ist dann fi(z) = e*, deren Ableitung f](z) = e* = e*n (@)
ist.
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Die natiirliche Exponentialfunktion als duflere Funktion bleibt hierbei unverindert, die
Ableitung der inneren Funktion fo =1In(a) -z = ¢ x ergibt den Wert f5(z) = In(a). Fiir
Exponentialfunktionen mit beliebiger Basis a gilt also:

flx)=a" = f'l(z)=1In(a)-a” (119)

In dieser Formel ist wegen In (¢) = 1 der Sonderfall fiir die natiirliche Exponentialfunktion
enthalten.

Ableitungen von Logarithmusfunktionen

Um eine Ableitungsregel fiir Logarithmusfunktionen herzuleiten, wird eine weitere, als
“Umkehrregel” bezeichnete Ableitungsregel verwendet:

e Die Ableitung 52 W einer Funktion y = f(z) ist gleich dem Kehrwert der Ableitung
ihrer Umkehrfunktlon Ju(y):

dy 1 1
— = — beziehungsweisef'(z) =

Im Fall einer Logarithmusfunktion ist y = f(x) = log, (x) und, wenn man beide Seiten
als Potenz zur Basis a schreibt, x = f,(y) = a¥ . Somit gilt nach der Ableitungsregel (119)
fiir Exponentialfunktionen:

dx

fily) = ay

=In(a)-a=In(a) -z

Fiir die Ableitung der Logarithmusfunktion gilt schliefslich:
1

f(z) =log, () = f'(fl?):m (120)

Im Sonderfall der natiirlichen Logarithmusfunktion In (z) = log, () ist In(e) = 1 und
somit:

) =m) = )= (121)

Alle weiteren Ableitungen der Logarithmusfunktion lassen sich dann geméf den Ablei-
tungsregeln fiir gebrochenrationalen Funktionen bestimmen.

Ableitungen von trigonometrischen Funktionen

Im Folgenden sollen die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen sin (z), cos (x),
tan (z) und cot (x) hergeleitet werden.
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Ableitung der Sinusfunktion

Um eine Ableitungsregel fiir die Sinusfunktion y = f(x) = sin (z) herzuleiten, geht man
vom Differentialquotienten %% aus. Dieser lautet fiir die Sinusfunktion:

dz
dy .. sin (z + Az) — sin (2)
dr Al_’lEIEO ( Az

Mittels des Additionstheorems sin (x1) — sin (z) = 2 - cos (£322) - sin (£522) kann der
Zahlerterm folgendermafen umgeschrieben werden:

sin (z + Ax) — sin (z) = 2 - cos (W) - sin (W)

( Aaj) ) (Aaz)
=2-cos|lx+— ) -sin| —
2 2

Damit kann der Differentialquotient in folgender Form geschrieben werden:

%:hm 2 cos (v + 5F) -sin (5F) — lim [ cos :B—I—& .sm(Q)
dr  Az—0 Ax Az—0 9 %

Im letzten Rechenschritt wurde der Faktor 2 in Form eines Doppelbruchs in den Nenner
gezogen, um die Form auf der rechten Seite zu erhalten. Der Differentialquotient ist als
Grenzwert eines Produkts zweier Funktionen geméfs den Rechenregeln fiir Grenzwerte
gleich dem Produkt der Grenzwerte beider Funktionen. Fiir den Grenzwert des ersten

Faktors gilt:
! +27)) = cos ()
Aim | cos | 2+ — = cos (z

Der Grenzwert des zweiten Faktors kann zur besseren Lesbarkeit als lim,_, (%) mit

z
z = % geschrieben werden. Um diesen Grenzwert fiir kleine Werte von z abzuschétzen,
kann man die Sinusfunktion mit der Cosinus- und der Tangensfunktion vergleichen. Dabei
gilt mit tan (z) = 226

cos (2)°

] :
sin (2) < z < tan (2) & l<—— < & P =)
sin(z)  cos(z) z

> cos (2)

Im ersten Rechenschritt wurde durch sin(z) dividiert, im zweiten wurden die Kehr-

werte der Terme betrachtet, wobei sich die Ungleichheitszeichen umkehren. Wegen
lim, .o cos (z) = 1 wird die Ungleichung zu 1 > lim,_,, % > 1, also muss gelten:

iy S0 (2) _q
z—0 z
Fiir die Ableitung der Sinus-Funktion folgt damit:
f(x)=sin(z) = f'(z)=cos(x) (122)

Die Ableitung der Sinus-Funktion ist also gleich der Cosinus-Funktion.
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Ableitung der Cosinusfunktion

Die Ableitung der Cosinus-Funktion kann mit Hilfe der Ableitungsregel der Sinusfunktion
anhand des Zusammenhangs cos (z) = sin (—z + %) bestimmt werden; dabei wird wie-
derum die Kettenregel verwendet. Mit fi(x) = sin (v) als der dukeren und fo = —x + 3
als der inneren Funktion gilt:

!/
(cos (m)), = (Sin (—x + g)) = cos (—x + g) : (—1)
~—_— — ——
Ableitung der dufieren Funktion Ableitung der inneren Funktion
Da cos (—z + %) = sin (z) gilt, folgt fiir die Ableitung der Cosinus-Funktion:
flx)=cos(z) = f'(z)=—sin(x) (123)

Die Ableitung der Cosinus-Funktion ist also gleich der negativen Sinusfunktion.

Ableitung der Tangens- und Cotangensfunktion

Die Ableitung der Tangensfunktion f(z) = tan (z) = S kann mit Hilfe der Ablei-

cos (x)
tungsregeln der Sinus- und Cosinusfunktion bestimmt werden; dabei wird wiederum die

Quotientenregel verwendet:

(2 — sin (z)\’  cos(x) - cos (x) — (—sin (2)) - sin (x)
(ton (x) (COS (x)) (cos (x))2
_ cos? (z) +sin® () 1

cos? (x) ~ cos? (z)

Fiir die Ableitung der Tangensfunktion gilt also:

1
—_— / —_—
f([)’}) = tan (ZE) = f (‘T) - 0082 (f[)) (124)
Fiir die Cotangensfunktion f(z) = cot (z) = % gilt entsprechend:

(cot () = <COS (@)/ _ —sin(z) -sin (x) — cos () - cos (x)

sin (x) (sin (x))2
_ - sin? () — cos? () 1
sin? (z) sin? (z)

Fiir die Ableitung der Cotangensfunktion gilt also:
1

sin? (z)

flx)=cot(x) = fl(z)=—

(125)

Zusammenfassung wichtiger Ableitungsregeln

Im Folgenden sind die wichtigsten Ableitungsregeln der vorherigen Abschnitte nochmals
kurz zusammengefasst.
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Allgemeine Ableitungsregeln

Die folgenden Ableitungsregeln sind allgemein fiir beliebige Funktionen giiltig:

e Lisst sich eine Funktion f(z) als Summe einer anderen Funktion fi(x) mit einem
konstanten Summanden ¢ darstellen, so ist ihre Ableitungsfunktion f’(x) mit der
Ableitung fi(z) der anderen Funktion identisch:

@)= fale)+e = filz) = filz) (126)

Insbesondere ist die Ableitung beziehungsweise Steigung einer konstanten Funktion
f(z) = ¢ gleich Null.

e Lisst sich eine Funktion f;(x) als Produkt einer anderen Funktion f5(x) mit einem
konstanten Faktor ¢ darstellen, so entspricht ihre Ableitungsfunktion f{(x) derjeni-
gen der anderen Funktion fs(x), wenn diese mit dem gleichen Faktor ¢ multipliziert
wird.

h@)=c- folz) = filz)=c- foz) (127)
Fiir jede beliebige Funktion f(z), die man sich aus zwei Teilfunktionen f;(z) und fy(x)
zusammengesetzt denken kann, sind folgende Ableitungsregeln niitzlich:
e Additionsregel:

Besteht eine Funktion f(z) aus einer Summe zweier Teilfunktionen fi(x) und fa(x),
so gilt fiir ihre Ableitung f'(z):

[fi(@) + fo(@)] = fi(2) + fa(2) (128)

e Produktregel:

Besteht eine Funktion f(z) aus einem Produkt zweier Teilfunktionen fi(z) und
fa(x), so gilt fiir ihre Ableitung f(x):

[fi(@) - fa(2)] = fi(z) - fole) + filz) - fil2) (129)

e Quotientenregel:

Besteht eine Funktion f(x) aus einem Quotienten zweier Teilfunktionen f;(z) und
fa(x), so gilt fiir ihre Ableitung f(x):

{fl(ﬂf)]/: fi(x) - falz) — folx) - fi(x)
fa(z) (fa())?

(130)

e Kettenregel

Besteht eine Funktion f(z) aus einer Verkettung zweier Teilfunktionen fi(x) und
fa(z), so gilt fiir ihre Ableitung f(z):

[f1(f2($>)], = f{(f2(x)) - folz) (131)

Hierbei wird zunéchst die Ableitung f; der dufseren Funktion gebildet, wobei die in-
nere Funktion unveréndert gelassen wird. Der resultierende Term wird anschliefend
mit der Ableitung der inneren Funktion multipliziert.
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Satz von Rolle und Mittelwertsatz

Ist eine Funktion f(z) in einem Intervall ]a; b[ stetig differenzierbar und gilt zudem f(a) =
f(b), so existiert mindestens eine Stelle zo innerhalb des Intervalls, fiir die f'(z¢) = 0 gilt.
Dieser Zusammenhang wird “Satz von Rolle” genannt.

Anschaulich bedeutet der Satz von Rolle, dass es entlang eines stetig verlaufenden Gra-
phen zwischen zwei Kurvenpunkten mit iibereinstimmenden y-Werten mindestens einen
Punkt gibt, an dem der Graph eine waagrechte Tangente (Steigung Null) besitzt; ins-
besondere muss sich damit zwischen zwei Nullstellen einer stetigen Funktion stets eine
Extremstelle befinden.

Der Satz von Rolle kann auch allgemeiner formuliert werden: Ist eine Funktion f(z) in
einem Intervall ]a; b[ stetig differenzierbar, so existiert mindestens eine Stelle xy innerhalb
des Intervalls, fiir die gilt:

f(b) — f(a)

flwo) = b—a

Dieser so genannte Mittelwertsatz besagt anschaulich, dass es entlang eines stetig verlau-
fenden Graphen zwischen zwei Kurvenpunkten stets (mindestens) einen Punkt x gibt,
dessen Tangentensteigung gleich der Steigung der durch f(a) und f(b) verlaufenden Se-
kante ist. Der Mittelwertsatz kann somit als Erweiterung des Satzes von Rolle aufgefasst
werden, da er diesen fiir f(a) = f(b) als Sonderfall enthélt.

Ableitungsregeln wichtiger Funktionen

Bezeichnung flz) | fl(x) Bedingung(en)

Potenzfunktion " n-a" neR

Exponentialfunktion a® a® - 1n(a) a>0,a#1

Natiirliche e’ e’

Exponentialfunktion

Logarithmusfunktion log (z) I.h}(a) x>0,a>0,a#1

Natiirliche In(z) | £ x>0

Logarithmusfunktion

Sinusfunktion sin (z) | cos (x)

Cosinusfunktion cos (x)| —sin ()

Tangensfunktion tan (x) m =1+tan’(z) |z # (2-n+1) -5 mit
neN

Cotangensfunktion cot () —m = x#n-mmitn €N

— (1 + cot? (x))

Kurvendiskussion

Als Kurvendiskussion bezeichnet man eine analytische Untersuchung einer gegebenen
Funktion, um anhand charakteristischer Eigenschaften auf ihren Verlauf schliefen zu kon-
nen.
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Dabei geht man, unabhéngig von der Art der Funktion, immer nach einem im Wesentli-
chen gleichen Schema vor. Dieses Schema soll im Folgenden anhand der Beispielfunktion

flz) = “”4_3;’# im Detail vorgestellt werden.

1.: Bestimmung des Definitionsbereichs

Zunéchst muss iiberpriift werden, fiir welche x-Werte die Funktion definiert ist; beispiels-
weise muss ausgeschlossen werden konnen, dass durch Null dividiert wird.

Die z-Werte diirfen zudem nicht aufserhalb des Definitionsbereichs der jeweiligen Funktion
liegen, beispielsweise muss darauf geachtet werden, dass die Argumente von Wurzel- oder
Logarithmusfunktionen nicht negativ werden. Potenzfunktionen der Form f(z) = ™ mit
n € N, ganzrationale Funktionen, Fxponentialfunktionen sowie die Sinus- und Cosinus-
Junktion sind fiir alle reelle Zahlen definiert, bei ihnen gilt also D = R.

Der Definitionsbereich einer zusammengesetzten Funktion ist gleich der Schnittmenge der
Definitionsbereiche aller Teilfunktionen.

e Beispiel:

Die Funktion f(x) = W hat an der Stelle z = 0 eine Definitionsliicke, da
fiir diesen Wert der Nenner der Funktion gleich Null wird. Fiir alle anderen x-Werte

ist die Funktion definiert, es ist also D = R\ {0}.

2.: Bestimmung des Verhaltens an den Randern des Definitionsbereichs

Sofern der Definitionsbereich der zu untersuchenden Funktion es zulésst, werden als néchs-
tes die Grenzwerte der Funktion fiir unendlich grofse positive und negative z-Werte un-
tersucht. Bei Wurzel- und Logarithmusfunktionen allerdings kann beispielsweise nur der
Grenzwert fiir unendlich grofle positive x-Werte bestimmt werden, da diese beiden Funk-
tionstypen nur fiir positive reelle Zahlen definiert sind.

Hat die Funktion Definitionsliicken, so sind auch die Grenzwerte der Funktion an diesen
Stellen zu bestimmen.

e Beispiel:

Die Funktion f(x) = w geht fiir sehr groke positive z-Werte gegen Un-
endlich, da in diesem Fall sowohl der Zihler wie auch der Nenner positive Werte

annehmen, aber der Zéhler schneller wichst als der Nenner. Es gilt also:

) (x4—3-x3+2-x2>
lim =400

T—r+00 2.-x

Fiir sehr grofe negative x-Werte geht die Funktion gegen minus Unendlich, da in
diesem Fall die héchste Potenz des Zihlers einen positiven Wert, der Nenner aber
einen negativen Wert liefert, und der Zahler schneller wichst als der Nenner. Es gilt

also:
, <x4—3-$3+2-x2)
lim = —00

T——00 2-x
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Die Funktion hat zudem z = 0 als Definitionsliicke. Um die Grenzwerte fiir x — 0
zu berechnen, kann man folgenden Trick nutzen: An jeder Stelle x # 0 kann im
Funktionsterm x gekiirzt werden, da x als gemeinsamer Faktor in jedem Zahlerterm
enthalten ist. Somit gilt:

4_3. 3 2 2
hm(x vt x)zlim(x3—3-x2+2-x)20
x—0 2,17 z—0

Sowohl fiir sehr kleine negative wie fiir sehr kleine positive x-Werte gehen alle Terme
beim betrachteten Grenzwert gegen Null. Da der linksseitige und der rechtsseitige
Grenzwert identisch sind, ist die Funktion “stetig behebbar”™ Man konnte die Funk-
tion abschnittsweise mit f(z) = 0 fir x = 0 und f(z) = W fir z # 0
definieren, um eine “nahtlose” Funktion zu erhalten, die fiir alle reellen Zahlen defi-
niert ist.

Die Regel von L'Hospital

In manchen Féllen erhédlt man bei der Bestimmung des Grenzwerts an einer Definitions-
liicke ¢ ein nicht bestimmtes Ergebnis, beispielsweise bei der Funktion f(z) = ‘/75 Diese
Funktion hat an der Stelle xy = 0 eine Definitionsliicke, da der Nenner an dieser Stelle
den Wert Null annimmt; gleichzeitig ist allerdings auch der Zahler fi(x) = \/x an dieser
Stelle gleich Null. In derartigen Féllen, wenn sich ein Grenzwert der Form :%: ergibt, kann
die sogenannte “Regel von [."Hospital” angewendet werden:

i A0 0 LA )

m = — 1m 1m
e fo(z) 07 a—ao fo(z)  emao fi(2)

Fiir das oben genannte Beispiel f(x) = ggzg = ‘/75 gilt:

fi@ = (ot) =
@)= @) =
f1A)

Fiir die Stelle zo = 1 gilt somit OB % =1, der Grenzwert der Funktion fiir x — zq ist
2
also gleich 1.

Haben also zwei Funktionen fi(x) und fo(z) an einer Stelle zg beide den Grenzwert 0, so
besagt die Regel von L’Hospital, dass in diesem Fall der Grenzwert gleich dem Quotienten
der Ableitungen von fi(x) und fy(x) ist, sofern beide Funktionen differenzierbar sind und
die Ableitung der Nennerfunktion an der Stelle xy nicht gleich Null ist.

Die Regel von L’Hospital kann ebenfalls angewendet werden, wenn lim, . fi(z) =
lim, o fo(z) = 0 ist:

TG0 I A 1) N (£

m = — 1m = 1m
r—+oo fg(l’) “0” r—+0o0 fg(l’) z—=+o00 fé(q})
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Weiterhin gilt die Regel von L’Hospital auch, wenn die Grenzwerte von fi(z) und fy(x)
beide fiir x+ — xy oder x — 400 gegen Unendlich gehen:

- filz) oo™ - fi@) = lim fi(z)
zlﬁzo fa() oo ” "Elﬁxo fa(z) rlﬁmo f3(x)
o filz)  foo” S 1) I 1)
zl—l>ioo folx) “o0” ~ Il—l>rin<>0 folz) mLi‘X’ f5(x)

Die Regel von L’Hospital ist somit in vielen Féllen niitzlich, wenn ein Grenzwert auf
andere Weise nicht bestimmt werden kann.

3.: Untersuchung auf Symmetrie

Eine Funktion ist achsensymmetrisch zur z-Achse, wenn f(—z) = f(z) fiir alle z-Werte
des Definitionsbereichs gilt. Dies ist der Fall, wenn alle im Funktionsterm auftretenden
Potenzen gerade sind.

Eine Funktion ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung (0,0), wenn —f(—z) =
f(z) fiir alle z-Werte des Definitionsbereichs gilt. Dies ist der Fall, wenn alle im Funkti-
onsterm auftretenden Potenzen ungerade sind.

Enthilt eine Funktion Terme mit sowohl geraden wie auch ungeraden Exponenten, liegt
keine Symmetrie vor.

e Beispiel:

Die Funktion f(z) = “%ﬂ hat Terme mit sowohl geraden wie auch ungeraden

Exponenten, sie ist somit nicht symmetrisch.

4.: Bestimmung von Nullstellen

Als Nullstellen bezeichnet man diejenigen x-Werte, deren zugehorige Funktionswerte
gleich Null sind, fiir die also f(z) = 0 gilt.

e Beispiel:

Bei der Funktion f(x) = W als gebrochen-rationaler Funktion entsprechen
die Nullstellen den Nullstellen des Zéhlers. Es muss somit gepriift werden, fiir welche
x-Werte der Term 2% — 3 - 23 + 2 - 22 gleich Null ist, also folgende Gleichung gelost

werden:

=32 4+2-22=0

Auf der linken Seite kann 2

folgt:

als gemeinsamer Faktor ausgeklammert werden. Es

x2~(x2—3'xl+2):0

Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist. Es wére somit
x = 0 eine Nullstelle des Zéhlers, doch dieser Wert ist nicht in der Definitionsmenge
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der Funktion enthalten. Zu untersuchen bleibt, fiir welche x-Werte der zweite Faktor
2? — 3 - x + 2 gleich Null wird:

2 —=3-242=0

Diese Gleichung kann mit Hilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
gelost werden. Mit a =1, b = —3 und ¢ = 2 folgt:

bt VP —4d-a-c 3+£,9-4-(1-2) 3+1
- - 5 -

2-a 2

x1,2

Die Funktion hat also die zwei Nullstellen z; = 1 und z; = 2.

5.: Bestimmung von Extremstellen

Bei der Untersuchung von FExtremstellen wird gepriift, fiir welche z-Werte der Funkti-
onsgraph Hochpunkte, Tiefpunkte oder Terrassenpunkte besitzt. Hierzu muss die erste
Ableitung der Funktion bestimmt und gleich Null gesetzt werden. Um zu priifen, um wel-
chen Extremstellen-Typ es sich handelt, kann man zu jeder Extremstelle zy einen etwas
kleineren und einen etwas groferen z-Wert in die erste Ableitungsfunktion f’(z) einsetzen
und aus den erhaltenen Steigungswerten den Kriimmungsverlauf betrachten: Beispielswei-
se bedeutet eine erst positive und dann negative Steigung einen Hochpunkt an der Stelle
xo.

Eine zweite Moglichkeit zur Bestimmung des Nullstellentyps bietet die zweite Ableitungs-
funktion f”(z). Da man diese fiir eine Bestimmung der Wendepunkte ohnehin berechnen
muss, kann man dies auch gleich an dieser Stelle tun und die z-Werte der Extremstellen
einsetzen. Ergibt sich fiir eine Stelle x( ein positiver Wert, so handelt es sich um einen
Tiefpunkt, ergibt sich ein negativer Wert, so handelt es sich um einen Hochpunkt. Ergibt
sich der Wert Null, so handelt es sich um einen Terrassenpunkt.'

Die zu den Extremstellen gehoérenden Funktionswerte erhalt man durch Einsetzen in die
urspriingliche Funktion f(x).

e Beispiel:

Fiir z # 0 kann die Funktion f(z) = W als f(z) = (@ =322 4+2- 1)

geschrieben werden. Die erste Ableitung dieser Funktion lautet:

(327 =6-2+2)

DN | —

f'(x) =

Diese (Ableitungs-)Funktion ist gleich Null, wenn der Term 3 - 2% — 6 - x + 2 gleich
Null ist:

3-22-6-24+42=0

1 Als einfache Merkregel kann man an die Normalparabel f(x) = 22 denken. Deren erste Ableitung
ist f/(z) = 2 - x, die zweite Ableitung ist f”(x) = 2. Die Normalparabel hat einen Tiefpunkt bei g = 0,
wobei der Wert der zweiten Ableitung an dieser Stelle positiv ist.
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Diese Gleichung kann mit Hilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
gelost werden. Mit a = 3, b = —6 und ¢ = 2 folgt:

—bEVB2—4d-a-c 6+4/36—-4-(3-2) 6+£12
2-a N 6 G

X34 =

Die Funktion besitzt also die zwei Extremstellen x5 ~ 0,42 und z4 ~ 1,58. Um
zu iiberpriifen, um welche Art von Extremstellen es sich handelt, wird die zweite
Ableitung berechnet:

1
f(w) =5 (62 ~6)
Fiir x3 ~ 0,42 ergibt sich beim Einsetzen ein Wert kleiner als Null, die Funktion
hat an dieser Stelle also einen Hochpunkt. Fiir x4 ~ 1, 58 ergibt sich beim Einsetzen
ein Wert grofer als Null, die Funktion hat an dieser Stelle also einen Tiefpunkt.

Ein Einsetzen von z3 und x, in die Funktion f(z) ergibt die zugehorigen Funkti-
onswerte f(z3) ~ 0,19 und f(z4) ~ —0, 19.

6.: Bestimmung von Wendepunkten

Bei der Untersuchung hinsichtlich Wendepunkten wird gepriift, fiir welche z-Werte die
zweite Ableitung der Funktion gleich Null ist. Hat man eine (oder mehrere) solche Stelle
xo gefunden, kann man anschlieffend durch Einsetzen eines etwas kleineren und eines etwas
groferen z-Werts in die zweite Ableitungsfunktion f”(z) priifen, ob die jeweiligen Ergeb-
nisse ein unterschiedliches Vorzeichen besitzen. In diesem Fall handelt es sich tatsichlich
um einen Wendepunkt, andernfalls nicht.

e Beispiel:
Fir x # 0 kann die Funktion f(x) = w als f(z) = s (@ =322 4+2- 1)
geschrieben werden. Die zweite Ableitung dieser Funktion lautet:
" 1
J@) =5 (60 —0)

Setzt man diese Funktionsgleichung gleich Null, so erhdlt man 6 - x — 6 = 0 oder
x =1 als einzige Wendestelle des Funktionsgraphen.

Dass es sich tatsédchlich um eine Wendestelle handelt, kann durch Einsetzen bei-
spielsweise der Werte z = 0 und = = 2 in die zweite Ableitung f”(z) iiberpriift
werden: Es ist f”(0) = —3 und f”(2) = 3, die Kriimmung &ndert also bei z = 1 ihr
Vorzeichen, somit hat der Funktionsgraph dort eine Wendestelle.

Setzt man z = 1 in die urspriingliche Funktion f(z) ein, erhélt man f(1) = 0. Die
Funktion hat also einen Wendepunkt bei (1, 0).

7.: Erstellung eines Funktionsgraphen

Die bis zu diesem Schritt im Rahmen der Kurvendiskussion erarbeiteten Ergebnisse rei-
chen grundséatzlich aus, um den Verlauf des Funktionsgraphen qualitativ richtig zeichnen
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zu konnen; erginzend konnen bei Bedarf einige weitere x-Werte in die Funktion f(x)
eingesetzt werden, um weitere Punkte des Funktionsgraphen zu erhalten.

e Beispiel:

Bei der Funktion f(z) = w sind nach den vorherigen Rechenschritten die

Nullstellen, Extrem- und Wendestellen sowie das Verhalten im Unendlichen bekannt.
Der Funktionsgraph sieht damit etwa so aus:

Abb. 136: Funktionsgraph der Beispielfunktion y = W
Das genannte Schema fiir Kurvendiskussionen lésst sich allgemein fiir beliebige Kombina-
tionen elementarer Funktionen anwenden.

Extremwertaufgaben

Ein héufiger Anwendungsfall der Differentialrechnung sind so genannte Extremwertaufga-
ben. Bei diesem Aufgabentyp wird zunichst eine Funktionsgleichung aufgestellt, welche
die gesuchte Gréfse als Variable enthélt. Wird die erste Ableitung dieser Funktionsglei-
chung gebildet und diese gleich Null gesetzt, so erhélt man eine oder mehrere Stellen, fiir
welche die gesuchte Grofe minimal oder maximal ist.

Beispiel:

e Mit [ = 100m Zaunldnge soll ein rechteckiges Flichenstiick mit moglichst grofsem
Flacheninhalt A eingezdunt werden. Welche Lénge [ beziehungsweise Breite b muss
das eingezdunte Stiick haben?

Die Flache des eingeziunten Rechtecks kann als A = [ - b geschrieben werden. Der
Umfang kann als 2-b+ 2 - [ ausgedriickt werden und soll gleich 100 m sein. Es gelten
also folgende zwei Bedingungen:

A=1-b=max
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2:-14+2-b=100m <+« b=50m—1

Setzt man die nach b aufgeloste zweite Gleichung in die erste Gleichung ein, so erhélt
man eine Funktionsgleichung, die als Variable die gesuchte Lange [ enthilt:

A=1-b=1-(50—1)=—1>+50m-[

Um die ideale Lénge Iy zu bestimmen, wird die Flichenfunktion A(l) einmal nach
der Variablen [ abgeleitet. Diese Ableitung kann dann gleich Null gesetzt werden:

A =—2.1450m=0
=[=25m

Damit ist auch b = 50m — [ = 25 m. Der Fldcheninhalt A betrigt bei dieser Auftei-
lung (25m)? = 625 m?.

Die Herausforderung bei Extremwertaufgaben liegt in der mathematischen Formulierung
der Bedingungen, aus deren Kombination sich eine mathematische Funktion mit der ge-
suchten Variablen aufstellen ldsst. Die Bestimmung der Extremwerte erfolgt dann stets
nach dem gleichen Prinzip.

Integralrechnung

Um Flachen zu bestimmen, die von krummlinigen Funktionsgraphen und der xz-Achse
eingeschlossen werden, entwickelte der Mathematiker Bernhard Riemann die Integral-
rechnung. Der Grundgedanke hinter den so genannten “Riemann-Summen” ist, dass sich
jede derartige Fliche in eine Vielzahl von schmalen Rechtecken zerlegen ldsst, wobei die
Grundseiten aller Rechtecke auf der xz-Achse liegen und die Hohen der Rechtecke durch
die Funktionswerte an den jeweiligen Stellen gegeben sind. Die Summe der Flichen aller
Rechtecke ergibt dann die Fliche zwischen dem Funktionsgraph und der x-Achse.

Abb. 137: Untersumme und Obersumme als Ndherungen fiir den Fliacheninhalt zwischen
einem Funktionsgraphen und der x-Achse.

Je nachdem, ob man als Hohe jedes Rechtecks jeweils den kleineren oder groferen der
Funktionswerte beider Randpunkte wahlt, fiilllen die Rechtecke die Fliche unterhalb des
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Funktionsgraphen entweder nicht ganz aus, oder sie ragen stets an einer Seite iiber
den Funktionsgraphen hinaus. Die Summen der so gewidhlten Rechteck-Flichen werden
dementsprechend als Untersumme U bzw. Obersumme O bezeichnet. Fiir n Unterteilun-
gen mit einer Breite von jeweils Az gilt:

Fiir die Fliche A, «,) (f(x)) unterhalb des Funktionsgraphen f zwischen den zwei Punk-
ten x; und x5 gilt somit:*

Un(z) < Aiixa] (f(z)) < On(x)

Unterteilt man bei einer beliebigen Funktion den Bereich zwischen x; und x5 in eine
grokere Zahl an schmaleren Rechtecken, so lassen sich die Abweichungen der einzelnen
Rechteckshohen von den jeweiligen Funktionswerten verringern und damit die Werte der
Unter- und Obersumme angleichen. Bei einer (theoretischen) Unterteilung in unendlich
viele, dafiir beliebig schmale Rechtecke haben die Unter- und Obersumme den gleichen
Grenzwert, der mit der gesuchten Fliache Ap, ., (f(2)) identisch ist.

Y4

1
1 €2 x

Abb. 138: Integral als Riemann-Summe fiir infinitessimal kleine Unterteilungen von
[1; 22].

Mathematisch wird die Anndherung der Ober- und Untersumme bei unendlich vielen,
infinitessimal kleinen Unterteilungen durch das so genannte Integralzeichen [ anstelle von
>~ gekennzeichnet. Zudem wird anstelle von Ax fiir die Breite jedes einzelnen Rechtecks
dx geschrieben:

lim Uy(z) = /m f(z)-dz = lim Oy(x)

n—oo n—oo

Der Ausdruck ff f(z)-dz wird dabei Integral von f(x) iiber [x1; 23] genannt. Die Funktion
f(x) wird als Integrand und x; bzw. x5 als Integrationsgrenzen bezeichnet.

! Das Gleichheitszeichen in der obigen Gleichung gilt nur fiir konstante y-Werte, also Funktionen der
Form y = f(z) = konst.
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Integrierbarkeit und Stammfunktion

Ein Integral f: f(z)-dx einer Funktion f(z) iiber das Intervall [a; b] lasst sich immer dann
eindeutig berechnen, wenn die Funktion stetig ist, der Funktionsgraph also keine Spriinge
aufweist. Das gleiche gilt fiir bereichsweise definierte Funktionen, die in den einzelnen Be-
reichen Stetigkeit aufweisen und beschrankt sind, also keine Unendlichkeitsstellen besitzen.
Jede Funktion, die diese Bedingung erfiillt, wird integrierbar genannt.

Der Wert eines Integrals f; f(z) - dz ldsst sich am einfachsten berechnen, wenn man
zur gegebenen Funktion f(x) eine so genannte “Stammfunktion” F'(z) findet. Eine solche
Stammfunktion hat die Eigenschaft, dass ihre erste Ableitung F'(z) gerade der urspriing-
lichen Funktion f(x) entspricht. Als Zusammenhang zwischen der Stammfunktion und
der zu integrierenden Funktion gilt fiir alle = € [a; b] also:

F'(x) = f(z) (132)

Die Integration kann also als Umkehrung der Differentiation angesehen werden. Wéahrend
jedoch das Ableiten einer Funktion stets ein eindeutiges Ergebnis liefert, ist die Bestim-
mung der Stammfunktion nicht eindeutig: Ist F'(z) eine Stammfunktion von f(z), so ist
jede Funktion F(z)+ C mit einer additiven Konstante C' € R ebenfalls eine Stammfunk-
tion von f(x), da ein konstanter Term beim Ableiten stets den Wert Null ergibt. Die
Gesamtheit aller Stammfunktionen wird “unbestimmtes Integral” genannt und mittels
[ f(z) - dx, also ohne konkrete Integrationsgrenzen geschrieben.

Anfangsbedingung und Integralfunktion

Aus der Menge aller Stammfunktionen soll iiblicherweise eine bestimmt werden, die durch
einen gegebenen Punkt P(z,y;) verlduft. Eine solche Forderung nennt man Anfangsbe-
dingung.

Soll das Integral von einer festen Grenze a bis zu einer variablen Grenze = verlaufen, so
ist das Integral gleich Null, wenn x = a ist, da in diesem Fall keine Fliche aufgespannt
wird. Die Anfangsbedingung besteht somit darin, dass die Stammfunktion an der Stelle
x = a eine Nullstelle aufweisen muss. Es muss also gelten:

Fla)+C=0 < (C=-F(a)

Dieser Gedanke folgt daraus, dass man F(z) = [ f(x) - dz als so genannte Integralfunk-
tion interpretiert, die jeweils den Wert des Integrals liefert, wenn die untere Grenze a und
die oberen Grenze x entspricht. Mit der obigen Anfangsbedingung erhélt man somit als
Wert fiir das bestimmte Integral iiber die Funktion f(z) von a bis x = b:

/b f(z)-dz = F(b) — F(a) (133)

Als Kurzschreibweise ist hierbei F(x)‘z := F(xz) — F(a) tiblich. M6chte man das Integral
iiber eine Funktion f(z) zwischen zwei bestimmten Grenzen a und b berechnen, so geniigt
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es also, die Stammfunktion zu bestimmen, die Werte a und b in die Stammfunktion
einzusetzen und die Differenz beider Werte zu berechnen:

b
/ f(z)-de = F(z)|’ = F(b) — F(a) (134)

Die Schwierigkeit bei der Integralrechnung besteht folglich darin, eine Stammfunktion
F(z) zur gegebenen Funktion f(x) zu finden.

Grundintegrale

Von den elementaren Funktionen sowie einigen Kombinationen dieser Funktionen gibt es
unmittelbare Losungsformeln zur Bestimmung der jeweiligen Stammfunktion.

Integralregeln fiir Potenz- und Wurzelfunktionen

e Ist die Funktion f(z) = ¢ mit ¢ € R eine konstante Funktion, so gilt fiir die Stamm-
funktion F'(z):

flx)=c & Flx)=c-z+C (135)

Anschaulich entspricht der Wert von ¢-x der Flache des Rechtecks mit der Breite c,
das zwischen der konstanten Funktion und der z-Achse liegt und die Lange x hat.

e Ist die Funktion f(z) = z™ eine allgemeine Polenzfunktion mit der Einschrinkung
n # —1, so gilt fiir die Stammfunktion F'(z):

flz)=2" < F(x)= +C (136)

Dieses Ergebnis folgt daraus, dass die Ableitung der Funktion 2" dem Term (n +

1) - 2™ entspricht. Die urspriingliche Funktion f(z) = 2™ unterscheidet sich lediglich
1

um den Faktor == von diesem Ableitungsterm.

Ist beispielsweise n = 1, also f(z) = z, so ist F(x) = ‘%2 eine Stammfunktion.
Anschaulich entspricht der Term % - 2% der Fliche eines Dreiecks, das zwischen dem
Graphen f(z) = x und der z-Achse liegt; diese Fliche ist gleich der Hélfte der

Quadratfliche von f(z) -z =2 1 = 2%

Integrale von linearen Funktionen treten in den Naturwissenschaften haufig auf,

beispielsweise gilt fiir die zuriickgelegte Wegstrecke s bei einer Bewegung mit kon-

stanter Beschleunigung v =a-t <= s= % -a -t + 59, wobei in diesem Fall

die Integrationsvariable die Zeit ¢ ist. Weitere Beispiele sind die Bewegungs- und
Spannenergie, usw.

Die obige Integrationsregel (136) gilt wegen des Zusammenhangs \/z = 22 auch fiir

Waurzelfunktionen. Beispielsweise gilt im Fall f(z) = \/z = 22 mit n = 4:

2
1 3 2.3
flo)=Vi=1 < F(@:%: -
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o Ist f(z) =2 ' =1 mitx+#0, soist eine Anwendung der obigen Regel (136) nicht
moglich. Fiir diesen Sonderfall gilt vielmehr folgender Zusammenhang:

flx)==- <= F@)=Ih(x)+C
Die Stammfunktion der Hyperbelfunktion f(x) = % ist also die natiirliche Logarith-

musfunktion F(x) =In(z).?

Integralregeln fiir Exponentialfunktionen

o Ist f(x) = ¢e” mit e = 2.7182... als Eulerscher Zahl, so gilt fiir die Stammfunktion
F(z):

flz)=¢" <= Fx)=€e"+C (137)

Ebenso wie die natiirliche Exponentialfunktion beim Ableiten unverdndert bleibt,
so bleibt sie auch beim Integrieren unverdndert.

o Ist f(x) =a” mit a > 0 und a # 1, so gilt fiir die Stammfunktion F(z):

f(z) =a" <= F(x)= I (@) -a” (138)

Auch die allgemeine Exponentialfunktion ergibt beim Integrieren wieder eine Expo-

nentialfunktion, wobei der Vorfaktor m beriicksichtigt werden muss.

Integralregeln fiir trigonometrische Funktionen und Arcusfunktionen

o Ist f(x) =sin(z), so gilt fiir die Stammfunktion F(z):
f(z) =sin(zx) <= F(x)=—cos(z)+C (139)

Dieser Zusammenhang ergibt sich daraus, dass die Ableitung der Cosinusfunktion
der negativen Sinusfunktion entspricht.

e Ist f(x) = cos(z), so gilt fiir die Stammfunktion F(z):
f(z)=cos(z) <= F(x)=+sin(z)+C (140)

Dieser Zusammenhang ergibt sich daraus, dass die Ableitung der Sinusfunktion der
Cosinusfunktion entspricht.

2 Auch in diesem Fall ist die Integration die Umkehrung der Differentiation, denn die Ableitung der

natiirlichen Logarithmusfunktion f(z) = In (z) ist gerade f'(z) = L.
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Zusammenfassung wichtiger Integrationsregeln

Fiir jedes Integral gelten folgende Figenschaften:

e Vertauscht man die obere und die untere Integrationsgrenze, so dndert das Integral
sein Vorzeichen:

/ (@) do = — / @) - da (141)

Der Grund dafiir liegt darin, dass hierbei die Breiten aller Rechtecke dz; = (211 —1;)
fiir ;11 < x; ein negatives Vorzeichen bekommen und somit bei der Auswertung des
Integrals iiber gleich grofe, aber negative Werte summiert wird.

e Ist die obere Integrationsgrenze x5 gleich der unteren Grenze x, so ist das Integral
fiir jede beliebige Funktion f(z) gleich Null:

/331 f(z)-dz =0 (142)

Anschaulich lisst sich dies dadurch erkléren, dass die Flache zwischen z; und
eine Breite von Null hat.

e Jedes Integral lasst sich auf folgende Weise in zwei Teilintegrale zerlegen:

/:Sﬂ-r)-dx: /:f(x)-dm/jf(x)-dx (143)

Ist x1 < 29 < x3, so ist umittelbar einleuchtend, dass die Fliche zwischen x; und
x3 gleich der Summe der Teilflichen sein muss, da sich das Intervall [z1; 23] in zwei
Teilintegrale [zq;x9] U [xo; 23] zerlegen ldsst und die entsprechenden Teilsummen
gebildet werden konnen.

Die Regel gilt jedoch auch dann, wenn x5 auferhalb von [z;x3] liegt; ist beispiels-
weise x5 > x3, so wird die — gegeniiber dem Gesamtintegral — mit dem ersten
Teilintervall zusétzlich addierte Fliche aufgrund der Vorzeichenregel (141) durch
das zweite (negative) Teilintegral wieder subtrahiert.

e Lisst sich eine zu integrierende Funktion als Summe zweier Funktion f; und fo
darstellen, so ist das Ergebnis gleich der Summe der Integrale beider Funktionen:

x2 T2 2
/ (fi(z) + fo(z)) - dz = / fi(z) - dx + / fo(z) - dz (144)
x1 x1 1

Die obige Regel entspricht formal dem Distributivgesetz.

e Lisst sich eine zu integrierende Funktion als Produkt einer Funktion f(x) und eines
konstanten Faktors c darstellen, so kann dieser vor das Integral gezogen werden:

/:c-f(g;)-dx:c-/:f(x)-dx (145)

Die obige Regel entspricht dem Assoziativgesetz der Multiplikation. Anschaulich
kann man sich jeden Funktionswert und damit die Hohe aller zu addierenden Recht-
ecke um den Faktor ¢ gestreckt denken.
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e Erfiillen zwei Funktionen fi(z) und fa(x) fiir jeden beliebigen Wert x innerhalb des
Intervalls [z1; x5] die Bedingung fi(z) < fa(x), so gilt:

fi(@) < fola) fiir alle o € [pr:7s] / Y ) < / Y )

Bestimmung der Fldche zwischen zwei Graphen

Mittels der Integralrechnung kann nicht nur die Fliche zwischen einem Funktionsgraph
und der z-Achse, sondern auch die zwischen zwei Funktionsgraphen fi(z) und fo(z) in
einem Intervall [a;b] eingeschlossene Fliche berechnet werden. Verlduft der Graph von
fo(z) oberhalb des Graphen von fi(x), gilt also fo(z) > fi(z) fiir alle z € [a;b], so
entspricht die gesuchte Fliche folgendem Integral:®

/abf2($)-dx—/abf1(x).dx:/ab (fo(x) — fi(z)) - dw (146)

Schneiden sich Schnittpunkte zweier Funktionen, so miissen zunéchst die Schnittstellen
berechnet werden; anschliefend kann einzeln von Schnittstelle zu Schnittstelle integriert
werden. In jedem einzelnen Teilintervall wird dabei die Funktion mit den niedrigeren
Funktionswerten von der Funktion mit den htheren Funktionswerten subtrahiert.

Integrationsmethoden

In vielen Fillen, insbesondere bei zusammengesetzten Funktionen, ldsst sich eine Inte-
gration nicht mittels der oben genannten Grundintegrale durchfiihren. In solchen Fallen
konnen allerdings oftmals weitere Integrationsmethoden angewendet werden.

Partielle Integration

Die Methode der partiellen Integration entspricht formal einer umgekehrten Anwendung
der Produkiregel bei Ableitungen:

/ab fi(z) - fo(x) = (fl(x) : ﬁ(@) E B /ab Fi(@) - folz) - dz (147)

Diese Methode kann immer dann genutzt werden, wenn die zu integrierende Funktion als
Produkt zweier Teilfunktionen geschrieben werden kann. Lasst sich eine dieser Funktionen
leicht integrieren, so setzt man diese als f}(x); die andere Teilfunktion, die sich moglichst
leicht ableiten lassen sollte, wird als fi(x) gesetzt. Das Integral kann dann berechnet wer-
den, indem man zunéchst als Zwischenergebnis das Produkt von fi(x) und der Stamm-
funktion von fi(x) bildet, die obere und untere Integrationsgrenze als z-Werte einsetzt und
beide Werte voneinander subtrahiert. Anschliefend muss das Integral fab fi(z) - fa(x) - dx
berechnet werden und dessen Wert vom Zwischenergebnis subtrahiert werden.

3 Formal ist Gleichung (146) zur Berechnung der Fliche zwischen zwei Funktionsgraphen mit Glei-
chung (144) als Distributivgesetz der Integralrechnung identisch.
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Die Methode der partiellen Integration wird insbesondere dann verwendet, wenn eine der
beiden Teilfunktionen eine Potenzfunktion ™ mit n € N ist. Bei einer derartigen Funktion
ist die n-te Ableitung ein konstanter Wert, der beim Integrieren geméf Gleichung (145)
als konstanter Faktor vor das Integral gezogen werden kann. Gegebenenfalls muss folglich
die Methode der partiellen Integration wiederholt angewendet werden (maximal n mal),
um die jeweils auf der rechten Seite stehenden (Teil-)Integrale der Form f: fi(z)- fo(z)-dz
schrittweise zu berechnen.

Integration durch Substitution

Die Methode der Integration durch Substitution entspricht formal einer umgekehrten An-
wendung der Ketlenregel bei Ableitungen:

[ A i) ar= [ 56)- e

Hierbei wurde z = fy(x) geschrieben. Man kann mit dieser Substitution nach einer Stamm-
funktion Fi(z) von fi(z) suchen, in gleicher Weise als wiirde man lediglich z anstelle von
x schreiben und somit eine Stammfunktion Fi(z) zu fi(x) suchen. Hat man eine solche
Stammfunktion Fy(z) gefunden, so geniigt es, bei dieser Stammfunktion wiederum z durch
den Ausdruck fy(x) zu ersetzen.

Mé6chte man mit dieser Methode ein bestimmtes Integral von a bis b berechnen, so miissen
allerdings auch die Integralgrenzen umgerechnet werden. Es gilt:

J2(b)

[ At i) - = [ e

2(a)

Da fy(x) bekannt ist, miissen lediglich die Integrationsgrenzen in diese Funktion eingesetzt
werden, um die neuen Integrationsgrenzen zu erhalten.

/()
@)

Integrale der Form [

Soll das Integral einer zusammengesetzten Funktion berechnet werden, deren Zéhler der
Ableitung des Nenners entspricht, so kann folgende Regel verwendet werden:

/ (J}((;) cdz =In(|f(x)]) + C

Hat die Funktion f(z) im Intervall [a; b] keine Nullstelle, so gilt fiir das bestimmte Integral

iiber f(x) von a bis b:
[ (54 =]

Weitere Integrale konnen Integraltabellen entnommen werden, beispielsweise Integralta-
belle (HS Esslingen).

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.
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Lineare Algebra und analytische
Geometrie

In der analytischen Geometrie geht es darum, Objekte der elementaren Geometrie mit
rechnerischen Methoden zu beschreiben. Beispielsweise lassen sich Punkte mittels zwei
beziehungsweise drei Werten als Koordinaten beschreiben, Geraden und Ebenen entspre-
chend als Mengen solcher Werte; es lassen sich somit auch die Rechenregeln der elemen-
taren Algebra nutzen.

Die Abgrenzung zur Analysis besteht darin, dass dort geometrische Darstellungen genutzt
werden, um Funktionen zu veranschaulichen, wihrend in der analytischen Geometrie geo-
metrische Formen der Ausgangspunkt fiir rechnerische Untersuchungen sind.

Vektoren

Darstellung von Vektoren

Bei Vektoren handelt es sich aus geometrischer Sicht um Strecken mit einer bestimmten
Lange, die sowohl eine bestimmte Richtung, wie auch einen bestimmten Richtungssinn
haben; dieser wird in Zeichnungen durch Pfeil am Ende der Strecke hervorgehoben. In der
Formelschreibweise werden Vektoren meist mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet
und durch einen Pfeil iiber der Vektorgrofe markiert.

—

Abb. 139: Darstellung eines Vektors.

Je nachdem, ob zwei- oder dreidimensionale geometrische Formen untersucht werden,
reicht ein geordnetes Paar aus zwei oder ein Tupel aus drei Koordinatenwerten — also
(ax, ay) beziehungsweise (ay, ay, a,) — aus, um einen Vektor @ vollstdndig zu charak-
terisieren.! Die einzelnen Koordinatenwerte (“Komponenten”) geben dabei an, um wie

! Vektoreigenschaften lassen sich so verallgemeinern, dass in der algebraischen Geometrie allgemein
auch Vektoren mit n Dimensionen behandelt werden konnen.

216


http://grund-wissen.de/informatik/python/datentypen.html#mengen

viele Langeneinheiten die Spitze des Vektors entlang der jeweiligen Raumrichtung vom
Anfangspunkt des Vektors entfernt liegt.

Qx
a=(ax, ay, a,) = | ay (148)
a,
A
(-
: Aax, ay, a,)
a,
O —

Abb. 140: Darstellung eines (dreidimensionalen) Ortsvektors in einem Koordinatensystem.

Ein Vektor, dessen Anfangspunkt dem Ursprung des Koordinatensystems 0 = (0, 0, 0)
entspricht, wird als Ortsvektor bezeichnet. Jeder Punkt eines Raumes kann durch einen
zugehorigen Ortsvektor eindeutig charakterisiert werden.

Betrag eines Vektors

Die Lange der Verbindungsstrecke vom Anfangspunkt eines Vektors @ zu seinem End-
punkt wird Betrag des Vektors genannt. In Kurzform schreibt man dafiir |@| oder a (ohne
Vektorpfeil).

Der Betrag eines Vektors kann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras folgendermafen an-
hand seiner Komponenten a, und a, (und a, bei dreidimensionalen Vektoren) berechnet
werden:

a=ld|=./a+ a2 fiir zweidimeinsionale Vektoren

(149)

a=|d|=/a2+ a§ +a? fiir dreidimeinsionale Vektoren

Beispiele:

4

3) hat folgenden Betrag:

e Der zweidimensionale Vektor d = (

al =4/a2+a2=v424+32=+v25=5
x y
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Abb. 141: Betrag eines (zweidimensionalen) Vektors.

e Der dreidimensionale Vektor b = hat folgenden Betrag:

DN O

‘5): b2+ b2+ b2 = VA2 + 52+ 22 = /45

Vektor und Gegenvektor

Zwei Vektoren @ und @ sind gleich, wenn sie in allen Koordinaten iibereinstimmen. Beide
Vektoren haben dann den gleichen Betrag, die gleiche Richtung und den gleichen Rich-
tungssinn. Sie konnen allerdings von unterschiedlichen Anfangspunkten ausgehen und da-
her parallel zueinander im Raum verschoben sein, da fiir Vektoren stets nur die Differenz
der Koordinatenwerte von Anfangspunkt und Endpunkt von Bedeutung ist.

—
—

Abb. 142: Zwei identische Vektoren.
Das Negative —a eines Vektors a, auch “Gegenvektor” genannt, ist ein Vektor mit gleichem
Betrag und gleicher Richtung wie @, jedoch mit umgekehrtem Richtungssinn.

In der Komponentenschreibweise kann der zu einem Vektor @ gehorende Gegenvektor —a
gebildet werden, indem man alle Komponenten von @ mit einem Minuszeichen versieht:

Qx —Gx
a= | ay & —d=|—ay (150)
a, —Ay

Bei zweidimensionalen Vektoren wird die dritte Komponente a, = 0 weggelassen.
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—

Abb. 143: Vektor und Gegenvektor.
Normvektor und Nullvektor

Ein Vektor, dessen Lénge genau einer Lingeneinheit (1 LE) entspricht, wird “normierter”
Vektor @y genannt.

Abb. 144: Normvektor d, eines Vektors a

Ein Vektor mit Betrag Null wird als Nullvektor 0 bezeichnet. Bei einem Nullvektor sind
Anfangs- und Endpunkt identisch.

Addition und Subtraktion von Vektoren

Ein Vektor kann durch Beibehalten seiner Richtung und seines Richtungssinns, also par-
allel im Raum verschoben werden, ohne dass sich die Werte seiner Komponenten dndern.
Dies kann genutzt werden, um zwei Vektoren zeichnerisch zu addieren beziehungsweise
subtrahieren.

Der Summenvektor

Fiigt man an einen Vektor @ einen zweiten Vektor b durch eine passende Verschiebung
(Translation) so an, dass der Anfangspunkt des zweiten Vektors mit dem Endpunkt des
ersten Vektors iibereinstimmt, dann erhilt man den Summenvektor m, indem man den
Anfangspunkt des ersten Vektors mit dem Endpunkt des zweiten Vektors verbindet.

Rechnerisch erhélt man den Summenvektor, indem man die einzelnen Komponenten bei-
der Vektoren addiert:

Oy by ayx + by
. .
a+b =d+b=|ay | + by | = |ay+0y (151)
a b, a, +0b,




/—l—

Abb. 145: Summenvektor der beiden Vektoren a; und a,.

S

Eine Addition von Vektoren mit unterschiedlicher Dimension ist nicht definiert.

Der Differenzvektor

Die Differenz @ — b zweier Vektoren lisst sich zeichnerisch auf ihnliche Weise bestimmen,
indem man den Gegenvektor —b des zweiten Vektors zum ersten Vektor addiert.

Abb. 146: Differenzvektor der beiden Vektoren d; und ds.

Rechnerisch erhalt man den Differenzvektor, indem man die einzelnen Komponenten bei-
der Vektoren subtrahiert:

Oy by ay — by
BN .
a—b=d—-b=[a, | —|b | =|a,—by (152)
a, b, a, — b,

Multiplikation von Vektoren

Vektoren kénnen entweder mit einer reellen Zahl (einem so genannten “Skalar”) als auch
mit anderen Vektoren multipliziert werden.

Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl

Multipliziert man einen Vektor @ mit einer reellen Zahl ¢, so ergibt sich ein Vektor, der
die gleiche Richtung und den gleichen Richtungssinn hat, dessen Betrag jedoch um den
Faktor ¢ verdndert ist.

e Ist ¢ > 1, so wird der Vektor gestreckt.
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e Ist 0 < ¢ < 1, so wird der Vektor gestaucht.

e Ist ¢ < 0, so wird zusétzlich zur Streckung beziehungsweise Stauchung des Vektors
der Richtungssinn umgedreht.

Diese Form der Vektor-Multiplikation wird oftmals auch “S-Multiplikation” genannt.

Abb. 147: Produkt eines Vektors mit einem Skalar (Faktoren: ¢ = % beziehungsweise
c=2).

Rechnerisch ldsst sich ein Vektor @ mit einer reellen Zahl ¢ multiplizieren, indem jede
Komponente des Vektors mit dieser Zahl multipliziert wird:

ax C-ay
c-d=c-|lay | =|c-ay (153)
a, c-a,

Multipliziert man einen Vektor @ mit der Zahl 1, so bleibt er unveréndert; es gilt also
stets:

Sl

1-d= (154)

Multipliziert man einen Vektor @ hingegen mit dem Kehrwert seines Betrags -, so erhilt
1

a

man den zugehdrigen, auf eine Léngeneinheit (1 LE) normierten Vektor dy:

| =1

—

ag =

(155)

B

Zusétzlich gelten beziiglich der Multiplikation von Skalaren mit Vektoren das Assoziativ-
und Distributivgesetz:

(c1-ca)-d=cy-(ca-@) (156)

(157)

Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und @ ist definiert als das Produkt ihrer Betriige |d|
und |b|, multipliziert mit dem Cosinus des zwischen ihnen eingeschlossenen Winkels o

@-b=|al-|b|-cos(a) (158)
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Abb. 148: Anschauliche Interpretation eines Skalarprodukts.

Schreibt man die beiden Vektoren @ und b in Spaltenform, so kann das Skalarprodukt
komponentenweise nach folgender Formel berechnet werden:

[ by
a-b=lay]|-|0by
a, b, (159)

=ax-bx+ay-by+a,-b,

Das Ergebnis ist ein skalarer Wert, also eine Zahl. Die Bedeutung des Skalarprodukts wird
schnell deutlich, wenn man sich einige Sonderfille betrachtet:

e Stehen die beiden Vektoren @ und b senkrecht zueinander, so ist cos () = cos (90°) =
0. Somit ergibt das Skalarprodukt in diesem Fall den Wert Null:

alb o da-b=0

Mit Hilfe dieser Beziechung kann einerseits leicht gepiieft werden, ob zwei Vektoren @
und b senkrecht aufeinander stehen. Andererseits kann bei einem Vektor @ mit nur
zwei gegebenen Komponenten unter Verwendung der komponentenweisen Darstel-
lung die dritte Komponente so bestimmt werden, dass der Vektor auf dem zweiten
Vektor b senkrecht steht.

Beispiel:

Die dritte Komponente des Vektors @ = (2,6, ?) soll so bestimmt werden,
dass er auf dem Vektor b = (3, —5, 6) senkrecht steht. Somit muss gelten:

a-b=0

2-346-(=5)+7-6=0
=6-7=24

?7=4

Ist die gesuchte Komponente somit gleich 4, so stehen beide Vektoren
senkrecht aufeinander.

e Stehen die beiden Vektoren @ und b parallel zueinander, so ist cos (o) = cos (0°) =
1. Das Skalarprodukt ist in diesem Fall gleich dem Produkt der Betrdge beider
Vektoren.

ilb < a-b=|a-|y
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Dieser Zusammenhang wurde implizit bereits verwendet, um den Betrag eines be-
stimmten Vektors @ zu berechnen. Setzt man ndmlich @ = b, so gilt:

a=d=]@iE=Va a

Der Betrag |d| des Vektors kann somit bestimmt werden, indem man das Skalarpro-
dukt des Vektors mit sich selbst bildet und aus dem Ergebnis die Quadratwurzel
zieht. Schreibt man die obige Gleichung komponentenweise, so erhilt man die iibli-
che Betrags-Gleichung (149).

e Fiir beliebige Winkel « ldsst sich das Produkt b-cos () geometrisch als “Projektion”
des Vektors b auf den Vektor a deuten. Die Projektion entspricht dabei anschaulich
dem “Schattenwurf” des Vektors Z;, der sich bei einer senkrecht auf @ einfallenden
Beleuchtung ergeben wiirde.

Der Wert des Skalarprodukts ist damit im Allgemeinen gleich dem Betrag des ersten
Vektors, multipliziert mit der senkrechten Projektion des zweiten Vektors auf den
ersten.

Da das Skalarprodukt komponentenweise einfach zu berechnen ist, kann es auch genutzt
werden, um den Winkel zwischen zwei Vektoren oder einem Vektor und einer der Achsen
eines (kartesischen) Koordinatensystems zu berechnen. Fiir den Winkel zwischen zwei
Vektoren gilt ndmlich aufgrund von Gleichung (158):

a-b
|| - |b]

( C_i‘.g )
= (¥ = acos - =
al - 1

Um den Winkel zu berechnen, muss man somit nur das Skalarprodukt berechnen und die-
ses durch das Produkt beider Vektor-Betrige dividieren; der Arcus-Cosinus dieses Werts
ergibt den gesuchten Winkel.

cos (a) =

Um den Winkel zwischen eines Vektors und den einzelnen Raumachsen zu berechnen,
kann man diese ebenfalls durch Vektoren der Lange 1 und mit je nur einer einzigen
Vektorkomponente dargestellt werden kann, beispielsweise die x-Achse durch den Vektor
ex = (1,0,0). Man erhélt damit:

Qy 1
a-é = |ay 0
a, 0

=ax-1+ay-0+a,-0=ay

Gleiches gilt auch fiir die Skalarprodukte von @ mit den beiden anderen Raumachsen. Die
allgemeine Formel (158) des Skalarprodukts kann damit nach dem gesuchten Winkel «
aufgelost werden:

a- ex

a-é=ldl- e -cos(a) << cos(a)=

|l - [ex]
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Setzt man @ - €, = ay und |&] = 1 in die obige Gleichung ein, so folgt:”

(@) a- €y ax
cos (o) = ==
jal - lex| al

Fiir die Winkel «, 5, v zwischen @ und den z, y, z-Achsen gilt somit:

= acos (a—f) ;[ =acos (a—f) ;7Y = acos (a—f> (160)
[ I [

Das Vektorprodukt

Das Vektorprodukt zweier Vektoren a und b ergibt einen Vektor, der auf jedem der beiden
Vektoren und senkrecht steht. Diese Definition ist erst ab einem dreidimensionalen Raum
sinnvoll.

ST
X
S

S

QL
X
S

\}

a
Abb. 149: Anschauliche Interpretation eines Vektorprodukts.

Der Betrag des Vektorprodukts zweier Vektoren @ und b ist gleich dem Produkt ihrer Be-
trage |@| und |b|, multipliziert mit dem Sinus des zwischen ihnen eingeschlossenen Winkels
a:

@ x @ = |a| - |b] - sina (161)

Schreibt man die beiden Vektoren @ und a in Spaltenform, so kann das Vektorprodukt
komponentenweise nach folgender Formel berechnet werden:

. Uy by ay - b, —a, - by
dxb=lay | x |b ]| =|a,-bx—ax-0, (162)
a, b, ax - by — ay - by

Das Vektorprodukt findet Anwendung in der analytischen Geometrie und in der Technik.
Beispielsweise kann zu zwei gegebenen Richtungsvektoren, die eine Ebene beschreiben, mit
Hilfe des Vektorprodukts ein dritter “Normvektor” gefunden werden, der auf der Ebene
senkrecht steht. In der Physik wird das Vektorprodukt beispielsweise bei der Berechnung
von Drehmomenten und Drehimpulsen genutzt.

2 Der Betrag des Vektors €y ist gleich Eins, da |€x| = v/12 + 02 + 0% = 1 gilt.
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Strecken und Geraden

Jeder Punkt P eines kartesischen Koordinatensystems kann mittels seines Ortsvektors,
also mittels seiner z-, y- und z-Koordinaten eindeutig dargestellt werden.

Betrachet man mehrere Punkte mit unterschiedlichen Ortsvektoren, so lassen sich auch
die Strecken zwischen den einzelnen Punkten mittels (normaler) Vektoren darstellen. Die
Vektorrechung kann somit unmittelbar auf die Beschreibung von Strecken und Geraden
angewendet werden.

Strecken und Teilverhaltnisse

Bezeichnet man die zu zwei Punkten A und B gehorenden Ortsvektoren mit @ und Z;, SO
ist die Verbindung zwischen diesen beiden Punkten durch den so genannten “Verschie-
bungsvektor” v charakterisiert:

v=b—a

Die einzelnen Koordinaten des Verbindungsvektors erhdlt man, indem man die Koordi-
naten des Ausgangspunkts von den Koordinaten des Endpunkts subtrahiert:

Uy By — A,
7= v, | =By —A, (163)
Uy BZ - Az

Im zweidimensionalen Fall entfallt die dritte Koordinate.

Abb. 150: Darstellung einer (zweidimensionalen) Strecke mittels Vektoren.

Mittels des Verschiebungsvektors ¢ gelangt man vom Punkt A zum Punkt B, indem man
diesen zum Ortsvektor des Punktes A addiert:

—
—

i+i=a+(b-a)=0b
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Eine Strecke ldsst sich somit wahlweise durch die Angabe zweier Punkte (beziehungsweise
deren Ortsvektoren) oder auch durch Angabe eines Ortsvektors sowie des Verschiebungs-
vektors v beider Punkte beschreiben:

AB=a+ A7 (164)

Der Faktor 0 < A <1 ist notwendig, da eine Strecke die Menge aller Punkte zwischen
den zwei Endpunkten darstellt; dies ist Aquivalent dazu, dass man zum Ausgangspunkt
einen beliebigen Bruchteil (kleiner oder gleich 1) des Verschiebungsvektors hinzu addiert.

Der Faktor X selbst wird “Linearfaktor” genannt: Er gibt als reiner Zahlenwert (“Skalar”)
an, um welchen Faktor der mit ihm multiplizierte Vektor skaliert, also gestaucht
beziehungsweise gestreckt wird. Ist der Wert von A negativ, so wird die Richtung des
mit ihm multiplizierten Vektors umgekehrt.

Al <1 <= Stauchung
IA\| >1 <= Streckung

Beispiel:

e In der obigen Abbildung hat der Punkt A die Koordinaten (1; 2) und der Punkt
B die Koordinaten (4; 3). Wie lisst sich die Strecke AB mittels zweier Vektoren
darstellen?

Der Verschiebungsvektor ¢ zwischen A und B ergibt sich aus der Differenz der beiden

Ortsvektoren:
L[4 (1) _ 4—-1\ (3
Y= 3 2) = \3-2) " 1

Mit dem Punkt A als Ausgangspunkt erhilt man damit folgende Darstellung der
Verbindungslinie zwischen A und B:

- () )

Auch hier muss wiederum 0 < A < 1 gelten.

Das Teilverhaltnis

Fiir die folgenden Uberlegungen wird wiederum eine Strecke AB betrachtet, die durch
einen Punkt auf ihr liegenden Punkt T in zwei Abschnitte unterteilt wird.

Das so genannte “Teilverhdltnis” A* > 0 gibt dabei an, in welchem Verhéltnis T die Strecke
AB teilt:

N — AT : TB (165)

Der Wertebereich von A\* liegt zwischen Null und Unendlich:
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e Ist der Teilpunkt T identisch mit dem Punkt A, so ist A* = 0.
e Halbiert der Teilpunkt T die Strecke AB, so ist \* = 1.

e Naihert sich der Teilpunkt T zunehmend dem Punkt B, so geht der Wert des Teil-
verhiltnisses A* gegen Unendlich. Fiir T = B ist das Teilverhéltnis nicht definiert.

Kennt man die Koordinaten der Punkte A und B sowie das Teilverhéltnisses A" so ergeben
sich folgende Streckenldngen fiir AT beziehungsweise TB:

i ‘.m
A+ 1
(166)
_ 1 _
TB = -
w5l

Beispiel:

e Eine Strecke hat die Endpunkte A = (1; 1) und B = (9; 7). Wie weit ist der Punkt
T, der die Strecke AB im Verhéltnis 2 : 1 teilt, von A entfernt?

Um zu bestimmen, wie weit der Punkt T von A entfernt ist, muss die Linge der
Strecke AT bestimmt werden. Dies ist mittels der obigen Formel méglich, wenn man
zunachst die Linge der Strecke AB berechnet:

- () - ) | ) - -

Mit dem Teilungsverhéltnis \* =2 : 1 = 2 ergibt sich gemél der obigen Formel fiir
die Lénge der Strecke AT:

AT =

D — 2
AB = —— 10 »
»+1‘ a1 10 60T

Der Teilpunkt T auf der Strecke AB ist somit rund 6, 67 Langeneinheiten vom Punkt
A entfernt.

Koordinaten des Teilpunktes

Ausgehend vom Punkt A gelangt man zum Teilpunkt T, indem man \ = A;\jrl in die
Streckengleichung (164) einsetzt.
Umgekehrt gelangt man vom Punkt B zum Teilpunkt T, indem man \ = —)\%H in die

Streckengleichung einsetzt:

Fiir den Zum Teilpunkt T gehorenden Ortsvektor OT gilt somit:

? — )\* —
0 :a+<x+1)”

. 1 .
01 :b—()\*_l)-v
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Setzt man in die erste der beiden obigen Gleichungen v = b—a ein, so erhilt man:

(ﬁ:6+< A )-(5—6)

A*+1

(X s (X B
T\ +1) ¢

Um die rechte Seite der Gleichung weiter vereinfachen zu kénnen, kann man @ = 1 -a@
schreiben und 1 = ii} setzen; so erhalten alle Terme den gleichen (Haupt-)Nenner und
konnen somit zusammengefasst werden:

Gt (N1 N - N L
0 _(A*+1) a+<>\*+1) b (A*+1> “
1 . A* -
_(A*+1)'a+<>\*+1)'b
1 L P

In der zweiten Zeile der obigen Gleichung wurde das Distributivgesetz fiir Vektoren ge-
nutzt und die hintere Klammer ausmultipliziert; in der mittleren Zeile wurde dann die
Identitdt @ = 1-@ genutzt und 1 = :\\ﬁ gesetzt, um die additiv beziehungsweise subtraktiv
verkniipften Terme auf einen Hauptnenner bringen zu kénnen.

Fiir die Komponenten des Teilpunktes gilt somit:

. A, + A - B,
T_( ) Ay + A B,

A +1

A, +)X-B,
Fiir den Mittelpunkt Ty einer Strecke gilt insbesondere A* = 1, und somit
1 A+ By
ne- (8- (15
A, + B,

Geraden in einer Ebene

Eine Gerade g kann, ebenso wie eine Strecke, mittels eines Punktes A beziehungsweise
dessen Ortsvektors @ und eines “Richtungsvektors” v dargestellt werden:

g=a+ AT (167)

In diesem Fall kann fiir A € R allerdings ein beliebig grofer, gegebenenfalls auch
negativer Zahlenwert gewahlt werden.

Bei der Bezeichnung von Geraden wird der Richtungspfeil weggelassen, da eine Gerade
keinen eindeutigen Richtungssinn hat; bei g handelt es sich vielmehr um die Menge aller
Punkte, welche die zugehorige Gleichung erfiillen.

Soll eine Gerade durch zwei Punkte A und B festgelegt werden, so so entspricht der
Richtungsvektor ¥ wiederum dem Verschiebungsvektor (163) beider Punkte.

... to be continued ...
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Matrizen

Bei einer Matrix handelt es sich um eine rechteckige Anordnungen mehrerer Zahlen. Hat
eine Matrix m Zeilen und n Spalten, so sagt man, die Matrix sei vom Typ (m;n). Eine
solche Matrix hat allgemein folgende Gestalt:

a1; Q12 - Aip

Q21 Q22 - Q2p
A un) =

Am1 Am2  *°° Amp

In der Literatur werden Matrizen hiufig auch durch fettgedruckte Grokbuchstaben be-
zeichnet, in der Praxis werden die Grokbuchstaben hingegen iiblicherweise unterstrichen.
Die in einer Matrix A stehenden Zahlen werden allgemein Elemente oder Komponenten
a;; der Matrix genannt, wobei ¢ den Zeilenindex (eine Zahl zwischen 1 und n) und j den
Spaltenindex (eine Zahl zwischen 1 und n) bezeichnet. Schreibt man (a;;) in runden Klam-
mern, so ist damit die Gesamtheit aller Komponenten, also wiederum die ganze Matrix
gemeint.

Spezielle Matrizen

Matrizen konnen sowohl hinsichtlich der Zahlenwerte ihrer Komponenten als auch hin-
sichtlich ihrer Form Besonderheiten aufweisen: Beispielsweise werden Matrizen, die aus-
schlieflich Nullen als Werte enthalten, Nullmatrizen genannt. Andererseits kénnen auch
gewohnliche Vektoren als spezielle Matrizen mit einer Spaltenzahl von n = 1 aufgefasst
werden:

a1
a2

Matrizen, die hingegen nur eine Zeilenzahl von m = 1 haben, werden entsprechend Zei-
lenvektoren genannt:

A m) = (a1 ... ax)

Ein Zeilenvektor, der die gleichen Elemente hat wie ein Spaltenvektor @, wird haufig auch
mit @ T bezeichnet. Das hochgestellte T bedeutet dabei “transponiert”. Allgemein kann zu
jeder Matrix A eine transponierte Matrix AT gebildet werden, indem man die Zeilen und
Spalten der Matrix vertauscht:

a1 Q2 -t Gim
CI/ a ... a
a‘ll a12 ......... aln 21 22 2m
a21 a22 ......... a2n
_ e T _
A(m;n) - : : : A(n;m) -
aml amQ ......... amn
Ap1 Gp2 - OGpm
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Beim Transponieren einer Matrix bleiben also nur diejenigen Komponenten unveriandert,
die auf der von links oben nach rechts unten verlaufenden “Hauptdiagonalen” liegen; alle
anderen Eintrige werden an dieser Diagonalen gespiegelt. Bleibt eine Matrix beim Trans-
ponieren unverdndert, so nennt man sie symmetrisch.

Eine weitere Sonderstellung haben quadratische Matrizen, fiir deren Zeilen- wie auch
Spaltenanzahl m = n gilt. Fiir jede derartige Matrix A (., lasst sich eine so genannte
Diagonalmatrix D (,,.,,) angeben, bei der alle Komponenten, die nicht auf der Hauptdia-
gonalen liegen, gleich Null sind:

@11 Q12 -+ QA1p a; 0 .- 0
4 a1 Qg2 -++ Aop 0 ap --- 0
A (nyn) = : : : D (nyn) =

an1 Ap2 - App O O s Qpp

Eine Sonderform einer Diagonalmatrix ist eine so genannte Einheitsmatrix, bei der alle
Elemente auf der Hauptdiagonalen den Wert 1 haben.

E(n;n): : : :

Eine Gleichheit zweier Matrizen liegt nur dann vor, wenn beide die gleiche Form haben
und die Werte aller ihrer Komponenten identisch sind. Es muss also gelten:

A B

£ (msn) — 2 (msn)

<  q; = by fir alle 4, j

Die Wirkungsweise von Matrizen auf geometrische Objekte wird im {iberndchsten Ab-
schnitt beschrieben; im nichsten Abschnitt werden zunéchst einige grundlegende Rechen-
regeln fiir den Umgang mit Matrizen vorgestellt.

Rechenregeln fiir Matrizen

Die wichtigsten Rechenoperationen fiir Matrizen sind die Addition zweier Matrizen sowie
die Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl, einem Vektor oder einer anderen Matrix.
Die Rechenregeln fiir Matrizen basieren auf den iiblichen Grundrechenregeln der Arith-
metik; man muss diese lediglich in geordneter Weise auf “mehr” Zahlen angewenden.

Addition zweier Matrizen

Haben zwei Matrizen die gleiche Form, so kénnen sie addiert beziehungsweise subtrahiert
werden, indem die jeweils an gleicher Stelle stehenden Komponenten addiert beziehungs-
weise subtrahiert werden:

A miny + B (miny) = (aij + bij) (myn) fiir alle 4, j

Das Resultat einer Addition beziehungsweise Subtraktion ist wiederum eine Matrix, wel-
che die gleiche Form hat wie jede der beiden urspriinglichen Matrizen.

Beispiel:
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e Welches Ergebnis liefert die Addition der folgenden beiden Matrizen?

4 -3 7 —4 1 -9
A:(z 9 1) B:(—l ~7 2)

Bei der Matrizen-Addition werden die einzelnen Komponenten beider Matrizen ad-

diert:
ea-(13 (31
:<(4+<—4>) (-3)+ 1) (7+(—9))):(0 9 _2>
2+(=1)) ( 9+(=7) (1+ 2 ) L 9 3

Da die Addition beziehungsweise Subtraktion komponentenweise nach den gleichen Re-
chenregeln wie mit gewohnlichen Zahlen erfolgt, gilt auch fiir die Addition beziehungsweise
Subtraktion das Kommutativ- und Assoziativgesetz :

A+B=B+A (168)

(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C (169)

Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl

Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl (einem so genannten “Skalar”)
erfolgt ebenfalls komponentenweise: Jedes Element der Matrix A wird mit dem Wert des
Skalars ¢ multipliziert. Man kann also schreiben:

¢ A ny = (€ aij) (min) fiir alle i, j

Das Resultat einer ist wiederum eine Matrix, welche die gleiche Form hat wie die ur-
spriingliche Matrix.
Beispiel:

e Welches Ergebnis erhilt man, wenn man folgende Matrix mit ¢ = 4 multipliziert?

()

Bei der Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl werden alle Komponenten der
Matrizen mit dieser Zahl multipliziert:

cast (G 5)= (15 S E R
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Auch fiir die Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl gelten das Kommutativ- und
Assoziativgesetz:

c-A=A-c (170)

Cl'(CQ'A):(61'62)'4201'62'/1 (171)

Zudem gilt das Distributivgeselz in gewohnter Form:

(c1+c) A=c1-A+c-A

172
c(A+B)=c-Atc-B 1)

Multiplikation eines Zeilen- mit einem Spaltenvektor

Zur Herleitung einer Rechenregel fiir die Multiplikation zweier Matrizen wird zunéchst
von der skalaren Multiplikation eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor ausgegangen.
Wie bei einem gewohnlichen Skalarprodukt zweier Vektoren werden dabei die einzelnen
Komponenten des Zeilen- und des Spaltenvektors miteinander multipliziert, und die sich
dabei ergebenden Teilergebnisse schlieflich summiert.

by
T 7 by &
a(l;n)'b(n,l):(alya%---7an)' . :al'bl+a2'b2+---+an’bn:Zai‘bi
: i=1
bn

(173)

Damit eines solches Produkt mdoglich ist, muss der Zeilenvektor ebenso viele Komponenten
haben wie der Spaltenvektor. Das Ergebnis des Produkts ist dann eine gewohnliche Zahl
(ein Skalar).

Beispiel:

e Welches Ergebnis erhiilt man, wenn man den Zeilenvektor @ T = (3, —5, 4) mit dem
Spaltenvektor b = (=1 + 2, +1) multipliziert?

@t b=3,-54)-| 2| =3-(-1)+(=5)-2+4-1=-9

Das Produkt liefert somit den Wert @T-b = —9

Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Multipliziert man nun nicht nur einen Zeilenvektor mit n Komponenten, sondern eine
n-spaltige Matrix mit einem Spaltenvektor der Lange n, so wird nach der obigen Regel
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(173) fiir jede Zeile der Matrix ein Skalarprodukt mit dem Spaltenvektor gebildet. Hat
die Matrix m Zeilen, so erhélt man folglich m einzelne Ergebnisse. Diese werden als
Komponenten in einen neuen Spaltenvektor der Linge m geschrieben.

b

Al bf

b
a1 a12 N AT Z?:l aigi - bi
Q21 Q2 ... Q2q Z?:l as; - by
Am1 Am2 ... AOmn 22;1 ;Lmi A bi

Beispiel:

e Welches Ergebnis erhilt man, wenn man die folgende Matrix A mit dem folgenden
Vektor b multipliziert?

3 1 2 3
A= 1 2 1 b= | -2
-1 1 -3 1

3
- 1 9
A-b= = 0
3 1 2 3-3+ 1-(-2)+ 2 -1 _8
1 2 1 1-3+ 2-(-2)+ 1 -1
-1 1 -3 134+ 1-(=2)+(=3)-1

Ein Produkt einer Matrix mit einem Vektor kann nur dann gebildet werden, wenn die
Anzahl an Spalten der Matrix mit der Anzahl an Zeilen des Vektors iibereinstimmt;
andernfalls ist die Multiplikation nicht definiert.

Multiplikation zweier Matrizen

Beim so genannten “Falk-Schema”, wie es in der obigen Abbildung dargestellt ist, werden
die zu multiplizierenden Matrizen beziehungsweise Vektoren tabellenartig aufgelistet.! Die
Auswertung erfolgt allgemein nach folgender Regel: Multipliziert man die i-te Zeile der
linken Matrix mit der j-ten Spalter der rechten Matrix, so erhilt man die Komponente
der Ergebnis-Matrix, die dort in der i-ten Zeile und j-ten Spalte steht.

! Bisweilen werden beim Falk-Schema, um eine einfachere Textsatzung zu ermdglichen, entweder die
Klammern der Matrizen oder die beiden zueinander senkrechten Tabellenlinien weggelassen.
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Das Falk-Schema kann also einfach auf die Multiplikation zweier Matrizen ausgeweitet
werden: Hierbei wird jeweils an der Stelle, wo sich eine Zeile der linken Matrix mit einer
Spalte der rechten Matrix iiberkreuzt, das entsprechende Skalarprodukt eingetragen.

b1 bia T blp
bay bao T pr
A-B
bnl bn2 e bnp
n n n
@11 a2 ... Qin Zi:l ai; - by Zizl ay- by - Zizl Qyj - bpi
n n n
Q21 Q22 ... Q2 Zi:l ag; - by Zizl agi - by - Zizl Qi - bpi
n n n
am1 Gm2 --- Omn Zizl Qi - bli Zizl Qi - b2i e Zizl Qi - bpi

Auch in diesem Fall ist das Produkt nur dann definiert, wenn die die Anzahl an Spalten der
linken Matrix mit der Anzahl an Zeilen des Vektors iibereinstimmt. Hat die linke Matrix
die Form (m; n) und die rechte Matrix die Form (n; p), so erhilt man als Ergebnis eine
neue Matrix der Form (m; p). Multipliziert man zwei quadratische Matrizen mit gleicher
Zeilen- beziehungsweise Spaltenanzahl, so ist die Form der resultierenden Matrix mit der
Form der beiden urspriinglichen Matrizen identisch.

Beispiel:
e Welches Ergebnis erhélt man, wenn man die beiden folgenden Matrizen miteinander
multipliziert?
1 -3
A:(g_‘ll é) B=|-4 2
2 0

Fiir die Multiplikation der beiden Matrizen A und B gilt nach dem obigen Schema:

1 -3
A4-B —4 2
2 0

(0-1+(-1)-(-49)+ 3-2) (0-(=3)+(-1)-24+ 3-0)
12 2
»4-B = ( 10 —2)

Die Bedingung, dass bei der Multiplikation zweier Matrizen auf zueinander passende

Spalten- und Zeilenanzahlen geachtet werden muss, zeigt bereits, dass bei diesem Re-
chenvorgang die Reihenfolge der Faktoren von Bedeutung ist:

(2 4 1) ((2-1+ 411-(—4)+ 1-2) Ez.(—3)+ 4 -2+ 1-0))

e Multipliziert man eine Matrix der Form (2; 3) mit einer Matrix der Form (3; 2), so
ergibt sich eine Matrix der Form (2; 2).

e Multipliziert man eine Matrix der Form (3; 2) mit einer Matrix der Form (2; 3), so
ergibt sich eine Matrix der Form (3; 3).
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Fiir die Multiplikation zweier Matrizen gilt folglich im Allgemeinen Kommutativgesetz
der Multiplikation nicht :

A-B#B-A (174)
Fiir die Multiplikation zweier Matrizen gilt allerdings das Assoziativgesetz:
(A-B)-C=A-(B-C)=A-B-C (175)

Auch das Distributivgesetz gilt fiir die Multiplikation zweier Matrizen in folgender Form:

A-B+C)=A-B+A-C (176)

Zusétzlich gilt, dass bei jedem Produkt einer Matrix A mit einer entsprechenden Null-
matrix 0 wiederum eine Nullmatrix entsteht (da jedes einzelnen Skalarprodukt den Wert
Null hat). Multipliziert man hingegen eine beliebige Matrix A mit einer Einheitsmatrix
E, so erhélt man die urspriingliche Matrix A als Ergebnis. Es gilt also (in diesem Fall
sogar unabhéngig von der Reihenfolge der Faktoren):

(177)

Eine Division zweier Matrizen ist nicht definiert.

Wirkungsweise von Matrizen

Die Wirkungsweise von Matrizen lasst sich gut veranschaulichen, wenn man einzelne Vek-
toren in einem ebenen Koordinatensystem betrachtet und verschiedene Arten von Matri-
zen auf diese anwendet.

Da es in einem ebenen Koordinatensystem nur zweidimensionale Objekte gibt, benotigen
die jeweiligen (Orts-)Vektoren nur zwei Komponenten (x und y); die fiir ein solches System
relevanten Matrizen haben entsprechend ebenfalls nur (2 x 2) Komponenten.

Skalierungsmatrizen

Eine Skalierungsmatrix hat fiir ein zweidimensionales Koordinatensystem folgende Form:

Ag, = (3 g\) (178)

Hierbei ist A € R ein beliebiger Zahlenwert.

Multipliziert man eine derartige Matrix mit dem Ortsvektor eines Punktes, so erhéilt
man als Resultat wiederum einen Ortsvektor mit gleicher Richtung; dessen Linge betragt
allerdings das A-fache des urspriinglichen Ortsvektors.

Beispiele:
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e Wird eine Skalierungsmatrix A g, mit A = 1 mit einem Vektor multipliziert, so bleibt
dieser unveréndert. Dies soll am Beispiel des Punktes P = (3; 2) beziehungsweise

des zugehorigen Ortsvektors p'= O? gezeigt werden:

A (10N (3 _(1-340-2) _ (3} _
Aska P= {0 1) \2) " \0.341.2) " \2) 77

Der Vektor p wird somit durch die Einheits-Matriz nicht verdndert.

e Wird eine Skalierungsmatrix Ag, mit A = 2,5 mit einem Vektor multipliziert,
so wird dieser um den Faktor 2,5 gestreckt. Dies soll am Beispiel eines Rechtecks
gezeigt werden, dessen Eckpunkte folgende Koordinaten haben:

A=(-2-1) B=( 2-1) C=( 2,+1) D= (-2 +1)

Man kann sich die Wirkungsweise der Matrix beispielhaft anhand des Ortsvektors
¢ = (2; 1) des Punktes C veranschaulichen:

Ao w250 (2)_(25-24 0.1\ _ (25-2) _, .
S8’ 25/ \1)7\ 0.2425.1)  \2,5.1) = >2°¢

Die Koordinaten-Berechnung der iibrigen neuen Punkte erfolgt nach dem gleichen
Schema: Man erhilt fiir jeden der Punkte einen Ortsvektor, der um einen Faktor
2,5 gestreckt ist.

> mun i ~
Dll(‘ll ('Il(’ll

D]
‘/\II(‘H -3—— J—’m‘u

Abb. 151: Wirkungsweise einer Skalierungsmatrix.

Gilt fiir die Skalierungsgrofe 0A < 1, so wird der Vektor beziehungsweise ein aus vielerlei
Vektoren bestehendes geometrisches Objekt durch die Matrix originalgetreu verkleinert
(gestaucht). Beispielsweise wiirde im obigen Beispiel ein Skalierungsfaktor von A = % eine
Umkehrung der Skalierung mit dem Faktor 3 zur Folge haben.

Gilt fiir die Skalierungsgrofe A < 0, so wird jeder Ortsvektor, auf den die Matrix angewen-
det wird, nicht nur um den Faktor |\| skaliert, sondern es wird zusétzlich sein Vorzeichen

236



vertauscht. Hierdurch wird die Richtung des Ortsvektors umgedreht: Beispielsweise zeigt
ein Vektor, der urspriinglich nach rechts oben gezeigt hat, nach einer Skalierung mit einem
negativen Skalierungsfaktor nach links unten. der Ortsvektor beziehungsweise das geome-
trische Objekt erfahrt dadurch eine zentrische Streckung am Koordinaten-Ursprung.

Beispiel:

e Wird eine Skalierungsmatrix Ag,, mit A = —1,5 mit einem Ortsvektor multipli-
ziert, so wird dieser um den Faktor 1,5 gestreckt und um 180° um den Koordina-
tenursprung gedreht. Dies soll am Beispiel eines Rechtecks gezeigt werden, dessen
Eckpunkte folgende Koordinaten haben:

A=(0;0) B=(3 0) C=(3+2) D=(0;+2)

Man kann sich die Wirkungsweise der Matrix wiederum beispielhaft anhand des
Ortsvektors ¢ = (3; 2) des Punktes C veranschaulichen:

Ao oo (L5 0N (BY_(-15-3+ 0-2) _(-1,5:3) .
=Sk "0 —1,5 2) 0-3—1,5-2) \-1,5-2) 7

Die Koordinaten-Berechnung der iibrigen neuen Punkte erfolgt wiederum nach dem
gleichen Schema; man erhélt somit ein um den Faktor 1,5 skaliertes Objekt im
gegeniiber liegenden Quadranten.

Yyt

41

b}
S Sl —
-5 -4 -3 -2 -1 A'Xn(\u] 2 ,ﬂB | 5 X

: o
("”“” Dnml

Abb. 152: Wirkungsweise einer Skalierungsmatrix mit negativem Skalierungsfaktor.
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Spiegelungsmatrizen:

Soll ein (Orts-)Vektor an der z- oder an der y-Achse eines zweidimensionalen Koordina-
tensystems gespiegelt werden, so ist dies mittels der folgenden Matrizen moglich:

Spiegelung an der x-Achse: Ag,; = ( (1) _(1) )

(179)

Spiegelung an der y-Achse: Ag, = <_(1) (1) )

Diese beiden Spiegelungsmatrizen dhneln einer Skalierungsmatrix mit der Skalierungs-
grofse 1; auch sie lassen die Linge eines Vektors beziehungsweise die Grofe eines durch
mehrere (Orts-)Vektoren festgelegten Objekts unverdndert. Der Unterschied zur reinen
Skalierung liegt also in dem nun auftretenden Minus-Zeichen.

Beispiel:
e Das Rechteck mit den folgenden Eckpunkten soll an der z-Achse gespiegelt werden:

A=(L1) B=(3 1) C=(3+42) D=(1+2)

Wendet man die obige Spiegelungsmatrix beispielsweise auf den Ortsvektor @ des
Punktes A an, so erhélt man:

s (g ) ()= (orttenn)= ()

Die Matrix ldsst also die z-Komponente des Vektors, mit dem sie multipliziert wird,
unverandert; die y-Komponente des Vektors hingegen erhilt ein umgekehrtes Vor-

zeichen.
yt
p 1
D C
P
a/A B
| | | | | | | | | ] >
1 1 | T 1 g \ 1 \ | >
4 -3 2 1 1 2 3) 4 5
e f\m‘n ]’m\n
o1
Al
Dnmt (‘11(‘11
/i

Abb. 153: Wirkungsweise einer Spiegelungsmatrix
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Die Spiegelung an der y-Achse erfolgt nach dem gleichen Prinzip; die entsprechende Ma-
trix lisst hierbei allerdings die y-Komponente des Vektors unverdndert, wihrend die z-
Komponente ein umgekehrtes Vorzeichen erhélt.

Wendet man die gleiche Spiegelungsmatrix zweimal hintereinander auf einen Vektor bezie-
hungsweise ein geometrisches Objekt an, so stimmt das Resultat mit dem urspriinglichen
Objekt iiberein. Nimmt man hingegen zuerst eine Spiegelung an der z- und anschliefend
eine Spiegelung an der y-Achse vor, so erhélt man eine Punktspiegelung des urspriinglichen
Objekts um den Koordinatenursprung.

Abb. 154: Zweifache Spiegelung eines Objekts an der - und an der y-Achse.

Eine Punktspiegelung ist formal mit einer Skalierung des Objekts mit dem Faktor A =
—1 identisch. Dies ldsst sich unter anderem mittels des Assoziativ-Gesetzes der Matrix-
Multiplikation zeigen:

ASpi,y ’ (ASpi,X ' C_L‘) = (Aspi,y 'ASpi,X) X

6 )G )]

N J/
-~

- (o)

ST

S
<

Projektionsmatrizen

Mittels einer Projektionsmatrix lisst sich ein Vektor, wie der Name schon sagt, auf die -
beziehungsweise y-Achse “projezieren”. Anschaulich kann man sich eine solche Projektion
als “Schatten” des Vektors vorstellen, der sich bei einer Beleuchtung des Vektors senkrecht
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zur jeweiligen Achse ergeben wiirde. Um einen (Orts-)Vektor auf die z- beziehungsweise
y-Achse abzubilden, kann jeweils folgende Matrix genutzt werden:

Projektion auf die x-Achse: Ap, = ( (1) 8 )

Projektion auf die y-Achse: Ap, = ( 8 (1) )

Beispiel:

e Der Vektor 7, der die Punkte A = (1; 2) und B = (4; 3) miteinander verbindet, soll
auf die z-Achse projeziert werden.

Fiir die senkrechten Projektionen der Punkte A und B ergibt sich durch Anwenden
der entsprechenden Projektionsmatrix auf die zugehorigen Ortsvektoren:

A= an0K= (5 5 )-(5) = (o)
b=, 0 ) (5) ()

Den projezierten Vektor ¥, zum Vektor ¥ = 0B — OA erhilt man entweder, indem
man die Differenz der Ortsvektoren von B, und A, bildet, oder auch indem man die
entsprechende Projektionsmatrix auf den Vektor ¢ anwendet:

awi=(30)[(3)-()]= (0 0)- (1) - ()

Der “Schatten” des Vektor ¥ lasst sich somit rechnerisch mittels des Ausdrucks
0A, + )\ - ¥, mit 0 < X <1 beschreiben.”

|

Drehmatrizen

Soll ein Vektor um einen Winkel ¢ in positiver Winkelrichtung (also gegen den Uhrzei-
gersinn) um den Koordinatenursprung gedreht werden, so ist dies mittels der folgenden

Drehmatrix moglich:
Dr:( cos (p) —sin () ) (181)

[~

sin () cos(p)

Die Wirkungsweise dieser Matrix kann man sich gut anhand einiger Sonderfille veran-
schaulichen:

2 Ist der Zahlenwert der Projektionsmatrix ungleich Eins, so wird der Schatten skaliert und die Pro-
jektion entsprechend schrig.

Soll ein dreidimensionaler Vektor auf eine Ebene projeziert werden, so kann dies ebenfalls mittels einer
Projektionsmatrix erfolgen. Um beispielsweise einen Vektor ¢ auf die xy-Ebene zu projezieren, kann
folgende Matrix auf den Vektor angewendet werden:

100 Uy
Ap.o-T=10 1 0] -|vy| =vx+vy
0 0 0 Uy
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Abb. 155: Wirkungsweise einer Projektionsmatrix.

e Ist der Drehwinkel ¢ = 0°, so ist cos(¢) = 1 und sin(¢) = 0. Die Drehmatrix
nimmt in diesem Fall folgende Form an:

1 0
ADr,gp=0° = ( 0 1 )

Diese Matrix entspricht der Einheits-Matrix, die jeden Vektor unverindert lisst;
eine Drehung um 0° hat somit keine Auswirkung auf geometrische Objekte.

e Ist der Drehwinkel ¢ = 180°, so ist cos (¢) = —1 und sin (¢) = 0. Die Drehmatrix
nimmt in diesem Fall folgende Form an:

-1 0
ADr,ap:0° = ( 0 —1 )

Diese Matrix entspricht einer Skalierungsmatrix mit dem Faktor A\ = —1; diese
bewirkt, wie bereits beschrieben, eine Punktspiegelung eines geometrischen Objekts
um den Koordinaten-Ursprung und somit eine Drehung um 180 °.

e Ist der Drehwinkel o = 45°, so ist cos () = sin (¢) = 1 - /2 & 0,707. Die Drehma-
trix nimmt in diesem Fall folgende Form an:

V2 (1 -1
ADr,cp:45° = 7 ’ 1 1

Der Faktor ‘/75, der in diesem Fall bei allen Komponenten der Matrix auftritt, be-
wirkt eine Skalierung des geometrischen Objekts; ansonsten besteht der Unterschied
zu den bisherigen Matrizen darin, dass nun alle Elemente der Matrix von Null ver-
schieden sind.

Die Wirkungsweise der obigen Matrix soll anhand einer Drehung der beiden Punkte
A = (3; 0) und B = (0; 3) beziehungsweise der zugehorigen Ortsvektoren @ und b
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um ¢ = 45 ° veranschaulicht werden. Man erhélt in diesem Fall fiir die Koordinaten
des neuen Punktes A, qy:

A = @ P Y (3 2 ﬁ (3
£2Dr,p=45° a= 2 1 1 0 N 2 3
A b= @ . =13 (0) _ ﬁ (3
£2 Dr,p=45° — 2 1 1 3] 2 3
Y
Bf
i 3)
B““” . AL\n(tu
-
[)11('11 1 (711('11
Y ~
| | | | | a ! VS —>
1 | | \ [ 0 ! ! 2 ' ‘ :

Abb. 156: Wirkungsweise einer Drehmatrix.

Die neuen Punkte haben somit gerundet die Koordinaten A, = (2,121; 2,121)
und B, = (—2,121; 2,121).

Berechnet man die Lange der neuen Ortsvektoren, so stellt man fest, dass sich
diese durch die Anwendung der Drehmatrix nicht gedndert haben:

. 3-v2 ’ 3-v2 ’ /9-2 9.2

’aneu|: (T) +< T) == T+T:\/§:3 \/
3.2 ’ 342 ’ 9.2 9.2

:\<T> +<‘T) =\t == S

Drehmatrizen bilden geometrische Objekte also langentreu ab. zudem bleibt auch

der Winkel zwischen den beiden Ortsvektoren identisch, wie man durch Bildung des
Skalarprodukts der beiden neuen Vektoren zeigen kann:

- 2 2 2

. V2 (g) V2 (g):\/__.(g.(_g)+3.3):0

Gpeu bneu - 4

—

bneu

2

2
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Da die Ortsvektoren einen von Null verschiedenen Betrag haben und fiir das Skalar-
produkt @ey - Boey = |Gneul - ]l;neu| - €08 (Pnen) gilt, muss in diesem Fall cos (¢peq) = 0
sein, damit die rechte Seite der Gleichung ebenfalls den Wert Null liefert; folglich
ist auch der Winkel ., zwischen den neuen Vektoren gleich 90 °.

Bei Drehungen um beliebige Winkel erhélt man fiir die neuen Ortsvektoren meist Werte,
die sich nur auf einige Nachkomma-Stellen gerundet angeben lassen; allerdings ldsst sich
bereits bei vier Nachkomma-Stellen eine fiir die meisten Zwecke ausreichende Genauigkeit
erzielen. In jedem Fall bleiben die gedrehten Objekte lingen- und winkeltreu.?

Scherungsmatrizen

Eine Scherungsmatrix bewirkt eine Verformung eines geometrischen Objekts. Allgemein
hat eine zweidimensionale Scherungsmatrix folgende Form:

1A
ASche - ( 0 1 ) (]‘82)

Die Wirkungsweise einer Scherungsmatrix soll im folgenden anhand des Beispiels A = 1
verdeutlicht werden.

Beispiel:

e Wie verdndert eine Scherungsmatrix mit A = 1 ein Quadrat, das durch folgende
Punkte begrenzt wird?

A=(-2-2) B=(2-2) C=(2 2) D=(-2 2)

Um die Punkte des neuen Vierecks zu erhalten, kann man die Scherungsmatrix auf
die Ortsvektoren der einzelnen Eckpunkte anwenden:

tei= (1) (5)= (053 (%)
et (o1 ) ()= (03 ()
te= (1) (3)=(55) = ()
o= (01 ) (5) = (550 = (9

Durch die Anwendung der Scherungsmatrix wird ein geometrisches Objekt also “verzerrt”.
Der Flacheninhalt des Objekts, im obigen Beispiel eines Quadrats, bleibt bei der Scherung
zwar gleich, jedoch dndern sich die Winkel zwischen den einzelnen Seiten.

3 Soll die Drehung in die entgegengesetzte Richtung, also mit dem Uhrzeigersinn erfolgen, so muss das
Minus-Zeichen vor die andere Sinus-Komponente der Drehmatrix gesetzt werden:

Ao = ( cos (¢)  —sin(p) ) . Apes = ( cos (p)  sin(p) )

sin () cos (p) —sin (¢) cos (p)
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Abb. 157: Wirkungsweise einer Scherungsmatrix.

Matrizengleichungen

Matrizen konnen auch zur Losung von linearen Gleichungssystemen genutzt werden. Bei
Verwendung von Matrizen konnen diese sehr kompakt dargestellt werden. Beispielsweise
hat ein lineares Gleichungssystem mit drei Unbekannten folgende Form:

ayy -1+ aig - To + ajg -3 = by
a2y - T1 + Qg2 - Ty + Qg - T3 = by

asy - T+ agy - To + asg - v3 = by

In Matrizenschreibweise kann dies folgendermafsen geschrieben werden:
A =0 (183)

Gesucht sind bei dieser “Matrizengleichung” wiederum die Komponenten x;, x5 und xj
des Vektors #. Man kann allerdings, um die Gleichung zu 16sen, nicht einfach durch A
dividieren, da die Division durch eine Matrix nicht definiert ist. Die Losung besteht viel-
mehr darin, eine so genannte “inverse” Matrix A7! zu finden, die bei Multiplikation mit
der Matrix A eine Einheitsmatrix ergibt.*

A-AT=ATA-E (184)

Hat man eine solche inverse Matrix A~! zur Matrix A gefunden, kann man beide Seiten
der obigen Gleichung (183) damit multiplizieren:

Al A.z=A"1}

4 Die Schreibweise A~ soll auf die Ahnlichkeit zur Schreibweise o= = % fiir reelle Zahlen hinweisen,
fiir die ebenfalls a=' - @ = 1 gilt. Es kann allerdings nicht A~ = % sein, da eine Division durch eine
Matrix nicht definiert ist. B
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Mit A~'- A = E folgt damit:
E-Z=A"0b

Da die Einheitsmatrix das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist, also £-¥ = &
gilt, folgt somit als Lésung fiir -

F=A"1.b

Die eigentliche Aufgabe fiir die Losung einer Matrizengleichung besteht nun also darin, zu
einer Matrix A die inverse Matrix A™! zu finden. Hierzu muss folgende Gleichung geldst

werden:

app Qo Q1n
_ o1 Q2 Ao,
A-AT

Ap1  Gp2 Ann

a1 Q12 A1y 1 O 0
G21 Q22 Q2n, 0 1 0
Apl  Gpo Ann 0 0 1

Alle G mit ¢,7 = 1,...,n sind Unbekannte; es muss also ein Gleichungssystem mit n?

Unbekannten und n? Gleichungen zur Bestimmung der inversen Matrix gelost werden.

... to be continued ...

Determinanten

Determinanten stellen neben dem Gaussschen Losungsverfahren ein weiteres niitzliches
Werkzeug im Umgang mit linearen Gleichungssystemen dar. Sie ermoglichen unter ande-
rem eine verhiltnisméfkig einfache und schnelle Untersuchung, ob ein lineares Gleichungs-
system eine eindeutige Losung besitzt oder nicht.

Zweireihige Determinanten

Um den Umgang mit Determinanten zu verdeutlichen, werden im folgenden Abschnitt zu-
ndchst wiederum lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten
betrachtet. Diese lassen sich im Allgemeinen in folgender Form darstellen:

app - 1+ ayp - T2 = by

ag1 - T1 + Aog - To = bo

Allgemein kann ein solches Gleichungssystem gelost werden, indem man beispielsweise die
erste Gleichung mit ass und die zweite Gleichung mit a5 multipliziert. Es folgt:

a1 - G - T1 + A1 - Qg - Tg = by - age

A1 - Qg1 - T1 + Q12 - Qoo - To = by - a1
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In dieser Form sind die Koeffizienten von x, in beiden Gleichungen identisch. Subtrahiert
man die zweite Gleichung von der ersten, so erhélt man eine einzelne Gleichung fiir x;:

a1 - Q2 - T — Q1 - Q21 - T1 = by - aga — by - arn
xl'(a11'a22—a12'a21)=b1'a22—bz'a12

Im zweiten Rechenschritt wurde auf der linken Seite z ausgeklammert. Ist die verbleibende
Klammer ungleich Null, so erhélt man als Lésung fiir z:

by - aga — by - ai2

T =
Ay - Q22 — Q12 * G21

Nach dem gleichen Prinzip kann man im die erste Gleichung des urspriinglichen Glei-

chungssystems mit a;; und die zweite Gleichung mit as; multiplizieren, um eine Bestim-
mungsgleichung fiir x5 zu erhalten. Die Losung lautet dabei:

by - an — by - an

To —
a11 - Q22 — A12 - G21
Die Losbarkeit des Gleichungssystems hangt also nur davon ab, ob fiir den Term (a1 -ase—
a12-asg) # 0 gilt. Die “Determinante” eines Gleichungssystems wird daher folgendermafen
definiert:

a1 a2

= a1 - Q22 — Q12 * A21 (186)
a21 A2

Das Ergebnis dieser Determinante ldsst sich nach der so genannten “Regel von Sarrus”
berechnen, indem man das Produkt der in der “Hauptdiagonale” stehenden Zahlen (von
links oben nach rechts unten) bildet und davon das Produkt der in der “Nebendiagonalen”
stehenden Zahlen (von links unten nach rechts oben) subtrahiert. Ist die resultierende Zahl
ungleich Null, so ist das Gleichungssystem eindeutig losbar.

Die Losungen fiir z; und z5 lassen sich nach der so genannten Regel von Cramer ebenfalls
in Determinanten-Schreibweise darstellen. Im Nenner steht dabei immer die eigentliche
Determinante des Gleichungssystems, im Z&hler wird die erste beziehungsweise zweite
Spalte der Determinante durch die rechte Seite der Gleichung ersetzt. Somit gilt:

b1 a an by
by a9 as bo
T = und  zp = (187)
11 Q12 ail a2
Q21 A22 Q21 QA22

Dreireihige Determinanten

Determinanten lassen sich auch fiir Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und drei
Unbekannten definieren. In allgemeiner Form lasst sich ein solches Gleichungssystem fol-
gendermafen beschreiben:

ap -1+ a2 Tyt a3 T3 =by

a1 - T1 + Qg - Tg + a3 - T3 = by

asy - T1 + agy - To + asg - v3 = by
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Entsprechend lésst sich hierfiir eine Determinante in folgender Form definieren:

ailr Gz ais

a1 Qg2 Q23| = Q11 - G2 A33 + Q21 * A32 - A13 + 31 * A12 * (23 (188)

azr @32 ass

— (31 - Q22 - 413 — (21 - G12 - A33 — A11 * A32 * A23

Wiederum lasst sich die Determinante nach der Regel von Sarrus berechnen, indem man
die Produkte der in der “Hauptdiagonale” stehenden Zahlen (von links oben nach rechts
unten) bildet und davon die Produkte der in der “Nebendiagonalen” stehenden Zahlen
(von links unten nach rechts oben) subtrahiert. Ist die resultierende Zahl ungleich Null,
so ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar.

aii a12><a13><a,11 ai2
CL21\CL22 G23 021/@22
a31 a32 Aaz3z az;p_ a32
N N .
+ + +

Abb. 158: Merkhilfe zur Regel von Sarrus

Die Losungen fiir x;, x5 und x3 lassen sich ebenfalls nach der Regel von Cramer in
Determinanten-Schreibweise darstellen. Im Nenner steht wiederum die eigentliche Deter-
minante des Gleichungssystems, im Zahler wird die erste, zweite beziehungsweise dritte
Spalte der Determinante durch die rechte Seite der Gleichung ersetzt. Somit gilt:

by a2 ais ayp by ams a;p a2z b
by ag @23 az; bo @23 as Gz by
. bs asy ass und as; by ass und as; asy b3 (1 ] 9)
1= 2 = 3=
ail aiz Aais aixz aiz Az aix aiz2 Az
G21 Q22 (23 Q21 Qg2 (23 Q21 Ag2 (23
az1 azz2 33 a31 azz2 33 a31 dasz2 G33

Mehrreihige Determinanten

Auch Gleichungssysteme mit mehr als drei Gleichungen und Unbekannten lassen sich
mit der obigen Determinantenmethode (Regel von Cramer) lésen. Dazu miissen Deter-
minanten mit n > 3 Reihen berechnet werden. Méchte man fiir solche Determinanten
eine allgemeine Losungsregel angeben, so werden die dabei auftretenden Terme jedoch
schnell uniibersichtlich: Eine Erweiterung der Regel von Sarrus auf n-reihige Determinan-
ten enthilt allgemein n! Summanden, bei einer n = 4-reihigen Determinante miissten also
bereits 4! =4 -3 -2 -1 = 24 Summanden ausgewertet werden , bei einer n = 5-reihigen
Determinante sogar 5! =5-4-3-2-1 = 120.

Einfacher ist es im allgemeinen, aus einer n-reihigen Determinante insgesamt n Deter-
minanten mit (n — 1) Reihen zu bilden. Dieses rekursive Entwlicklungsschema, das auch
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von Computer-Algebra-Systemen zur Berechnung beliebig grofer Determinanten genutzt
wird, soll hier am Beispiel einer vierreihigen Determinante vorgestellt werden.

Definition:

Streicht man in einer Determinante A eine beliebige Zeile ¢ und eine beliebige
Spalte j, so bezeichnet man die iibrigbhleibenden Elemente als Unterdetermi-
nante Dj. Das Element a;, das sich am Schnittpunkt beider Linien befindet,
nennt man Schnittpunktelement.

Abb. 159: Schnittpunktelement aq3 bei Streichung der zweiten Zeile und der dritten Spalte.

Definition:
Multipliziert man den Wert der Unterdeterminante Dj mit dem Faktor
(—1)", so spricht man von der zum Element a;; adjungierten Unterdeter-
minante Aj;:

Ay = (=1)" . Dy (190)

1

Das Vorzeichen des Faktors (—1)"*7 hiingt von der Zeilen- und Spaltennummer von a;; ab;
ist die Summe beider Zahlen gerade, so ist das Vorzeichen positiv, andernfalls negativ.
Anschaulich kann man das Vorzeichen auch anhand einer schachbrettartigen Vorzeichen-
tabelle ablesen.

I+ 1+
+ I+

S+ +
o4+

Abb. 160: Vorzeichen-Schema fiir die Entwicklung von Unterdeterminanten

Mit den beiden obigen Definitionen kann der so genannte Entwicklungssatz von Leibniz
folgendermafen formuliert werden:

“Multipliziert man die Elemente einer beliebigen Reihe mit den jeweiligen ad-
jungierten Unterdeterminanten und addiert die so entstehenden Produkte, so
erhilt man den Wert der Determinante.”

Es ist frei wihlbar, nach welcher Reihe (Zeile oder Spalte) man eine Determinante entwi-
ckelt. Entwickelt man eine Determinante A nach der i-ten Zeile, so gilt:
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A = i aij . Aij
j=1

Entwickelt man eine Determinante A hingegen nach der j-ten Spalte, so gilt:

A = Z CLij . Aij
i=1
Zweckmifig ist es, fiir die Entwicklung eine Reihe zu wéhlen, die mdglichst viele Nullen
enthélt.
Beispiel:

e Folgende Determinante A mit n = 4 Reihen soll berechnet werden:

1 2 3 0
0 1 2 -1
A=11 3 2
1 2 1 0

Zunichst wird die Determinante in Unterdeterminanten mit n = 3 Reihen entwi-
ckelt. Vorteilhaft ist hierbei eine Entwicklung nach der vierten Spalte, da diese zwei
Nullen enthélt. Nach dem Leibnizschen Entwicklungssatz gilt:

12 3 0

0o 1 2 1 2 3
S S [pRY’ U (R ’ SY (RAS §  ECT T
-2 32 1 2 1 1 2 1
1 2 1 0
1 2 3 1 2 3
-2-10 1 2+ 0-]0 1 2
1 2 1 -1 -2 3

Alle Determinanten liefern reelle Zahlen als Ergebnisse; mit Null multipliziert erge-
ben sie ebenfalls Null. Es miissen somit nur die zweite und die dritte Unterdetermi-
nante ausgewertet werden. Hierzu kann die Regel von Sarrus genutzt werden:

1 2 3 1 2 3
A=(-1)-|-1 =2 3|=2-]0 1 2
1 2 1 11 2 1
= (~1)- 0 —2. (=2 =4

Die Determinante A hat somit den Wert 4.

Um ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und Unbekannten zu 16sen, miissen
neben der Determinante A der Koeffizienten a;; auch die n Determinanten A; berechnet
werden, die sich ergeben, wenn man die j-te Spalte von A durch die Ergebnisspalte b
ersetzt. Fiir die Losung z; gilt dann mit j =1,... n:

Voraussetzung ist bei dieser allgemeinen Regel von Cramer wiederum, dass die Determi-
nante A der Koeffizienten ungleich Null ist.
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Determinanten-Regeln

Zum Rechnen mit Determinanten sind zudem folgende Regeln bisweilen niitzlich:

Der Wert einer Determinante bleibt gleich, wenn man sie transponiert, also die
Zeilen mit den Spalten vertauscht.

Vertauscht man zwei Zeilen miteinander, so dndert sich das Vorzeichen der Deter-
minante. Ebenso dndert sich das Vorzeichen einer Determinante, wenn man zwei
Spalten vertauscht.

Der Wert einer Determinante bleibt gleich, wenn die Elemente einer Zeile mit einem
beliebigen Faktor multipliziert und das Ergebnis zu den entsprechenden Elementen
einer anderen Zeile addiert.

Das gleiche gilt, wenn man die mit einem beliebigen Faktor multiplizierten Elemente
einer Spalte zu den entsprechenden Elementen einer anderen Spalte addiert.

Eine Determinante hat den Wert Null, wenn alle Elemente einer Zeile oder Spal-
te gleich Null sind oder wenn je zwei Zeilen beziehungsweise Spalten gleich oder
zueinander proportional sind.

Eine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, indem man alle Elemente
einer einzelnen Zeile oder einer einzelnen Spalte mit diesem Faktor multipliziert.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.
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Stochastik

Zufallsexperimente und Ereignisse

Experimente, die unter gleichen Bedingungen zu gleichen Ergebnissen fiihren, bezeichnet
man als determiniert. Im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden hingegen meist
zufillige Vorginge betrachtet.

Zufallsexperimente

Als Experiment bezeichnet man allgemein einen Vorgang, der (zumindest prinzipiell) be-
liebig oft wiederholt werden kann. Dabei ist klar festgelegt, welche Messgrofe beobachtet
werden soll, jedes mogliche Ergebnis kann also eindeutig festgestellt werden. Eine einzelne
Durchfiihrung eines Experiments nennt man Versuch.

Ein Experiment, bei dem die Menge aller méglichen Ergebnisse bekannt ist, jedoch nicht
das bei der Durchfiihrung eines Versuchs tatséchlich eintretende Ergebnis, bezeichnet man
als Zufallsexperiment.

Beispiel:

e In einer Urne befinden sich 50 gleichartige Kugeln mit den Nummern 1,2, ..., 50.
Eine Kugel wird blind gezogen und anschliefend ihre Nummer notiert. Es kénnen
dabei 50 mogliche Ergebnisse auftreten, wobei die Nummer der gezogenen Kugel k
genannt wird.

Fiir die einzelnen Versuchsergebnisse werden iiblicherweise Kurzbezeichnungen eingefiihrt,
beispielsweise k fiir das Ergebnis “Die gezogene Kugel hat die Nummer £”. Alle m&glichen
Versuchsergebnisse fasst man zu einer so genannten Ergebnismenge () zusammen. Im
obigen Fall gilt beispielsweise:

0={1,2,...,50}
Die einzelnen, voneinander verschiedenen Ergebnisse eines Zufallsexperiments werden all-
gemein mit wq,ws, ... bezeichnet. Allgemein besteht eine Ergebnismenge also aus folgen-

den Elementen:

Q={w, wy ..., wy }
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Mehrstufige Zufallsexperimente

Einstufige Zufallsexperimente, wie beispielsweise das Ziehen einer Kugel aus einer Urne,
kénnen zu mehrstufigen Zufallsexperimenten zusammengesetzt werden. Hierbei wird das
zu Grunde liegende einstufige Zufallsexperiment mehrfach ausgefiihrt.

Beispiel:

e Eine Miinze wird zweimal geworfen. Bei jedem Wurf kann entweder das Ergebnis
“Kopf” (K) oder “Zahl” (Z) eintreten. Insgesamt lassen sich die moglichen Versuch-
sergebnisse durch ein Tupel zweier Werte beschreiben. Fiir die Ergebnismenge gilt
in diesem Fall also:

Q= { (KvK)a (K’ Z)v (Z7K>’ (Z7Z) }

Die Ergebnismenge im obigen Beispiel lasst sich auch als Produktmenge {K,Z} x {K, Z}
der Ergebnismengen eines einmaligen Werfens einer Miinze darstellen. Allgemein l&dsst
sich ein k-stufiges Zufallsexperiment mit Hilfe von geordneten Zahlenpaaren der Lange k
(so genannten “k-Tupeln”) beschreiben.

1. Wurf 2. Wurf 3. Wurf
K
K
Z
K
K
Z
Z
Start
K
K
Z
Z
K
Z
Z

Abb. 161: Baumdiagramm eines dreimailigen Miinzwurfes.

Eine Ergebnismenge kann durch einen so genannten Ergebnisbaum veranschaulicht wer-
den. Jedem Ergebnis entspricht dabei einem Weg durch den Ergebnisbaum.

Ereignisse

Ereignisse werden formal durch Teilmengen von {2 beschrieben.
Beispiel:

e [ine Urne enthélt 15 Kugeln, wobei je zwei Kugeln mit den Nummern 0, 1,2, 3,4 und
je eine Kugel mit den Nummern 5,6,7,8,9 vorkommen. Es wird eine Kugel blind
gezogen und ihre Nummer notiert, die Ergebnismenge ist also 2 = {0,1,2,...,9}.
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Fasst man das Zufallsexperiment als Gliicksspiel auf, bei dem man gewinnt, wenn
eine Nummer > 5 gezogen wird, so tritt dieses Ereignis genau dann ein, wenn
die gezogene Nummer gleich 5, 6, 7, 8 oder 9 ist, das Versuchsergebnis also zur
Menge M = {5,6,7,8,9} gehort. Das Ereignis ist also durch die Menge M eindeutig
beschrieben.

Allgemein beschreibt jede Teilmenge M von () ein Ereignis. Ist die Teilmenge mit €2
identisch (M = ), so spricht man von einem sicheren Ereignis, ist die Teilmenge gleich
der leeren Menge (M = (), so handelt es sich um ein unmégliches Ereignis. Beinhaltet
die Teilmenge genau ein Element w, so nennt man das Ereignis elementar.

Die Menge aller méoglichen Ereignisse, also die Menge aller Teilmengen von €2, heifst Er-
eignismenge P(Q).”
Da es sich bei Ereignissen um Mengen handelt, konnen diese ebenfalls durch Mengenope-

rationen miteinander verkniipft werden:

e Betrachtet man die Schnittmenge M; N M; zweier Ereignisse, so spricht man von
einem UND-Ereignis (M; und M).

e Betrachtet man die Vereinigungsmenge M; U M; zweier Ereignisse, so spricht man
von einem ODER-Ereignis (M; und M,).

e Betrachtet man die Komplementmenge M, eines Ereignisses, so spricht man von
einem Gegenereignis (nicht M).

Durch Bildung von Vereinigungs-, Schnitt- und Komplementmengen lassen sich nach den
Rechenregeln der Mengenlehre weitere Ereignisse formulieren beziehungsweise Beschrei-
bungen von Ereignissen vereinfacht werden.

Konnen zwei Ereignisse M; und M, nicht gleichzeitig eintreten, ist also M; N My = (),
so nennt man die Ereignisse unvereinbar. Dies ist stets bei einem Ereignis M und dem
entsprechenden Gegenereignis M der Fall, es sind jedoch auch weitere Fille moglich.

Beispiel:

e Ein Wiirfel wird zweimal geworfen und jeweils die Augenzahl notiert. Dabei werden
folgende Ereignisse betrachtet:

— M;: “Die Summe der Augenzahlen ist gleich 7’ also M; =
{(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}.

— M,: “Pasch: Die beiden Augenzahlen sind gleich”, also M; =
{(1,1),(2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}.

In diesem Beispiel gilt M; N M, = (), die Ergeignisse sind also unvereinbar.

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

! Zwischen dem Ergebnis w und dem Elementarereignis {w} besteht ein formaler Unterschied: Wéh-
rend w ein Element der Ergebnismenge (2 ist, ist {w} ein Element der Ereignismenge P((2).

2 In der Mengenlehre bezeichnet man P () als Potenzmenge von . Eine n-elementige Menge besitzt
2" Teilmengen, fiir |Q = n ist also [P(Q2)| = 2". Zu einem Zufallsexperiment mit einer n-elementigen
Ergebnismenge gibt es also 2™ mdgliche Ereignisse.
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Wahrscheinlichkeitsmalle

Die relative Haufigkeit

Um die relative Haufigkeit eines Ereignisses M bei einem Zufallsexperiment zu bestimmen,
wird dieses n mal durchgefiihrt und gezahlt, wie oft das Ereignis M eintritt. Die relative
Haufigkeit h(M) ist dabei folgendermafen definiert:

Die Grofe z(M) wird dabei “absolute” Haufigkeit des Ereignisses M genannt und gibt an,
wie haufig das Ereignis M bei dem Zufallsexperiment insgesamt eingetreten ist.

Bei grofsen Versuchszahlen gilt fiir die relative Héufigkeit das so genannte Gesetz der
grofen Zahlen: Die relative Haufigkeit h(M) eines Ereignisses M weicht bei einem genti-
gend grofen Wert von n nur wenig von einem bestimmten, fiir das Ereignis charakteris-
tischen Wert ab.

Besteht die Menge M aus den Elementen wy,...,w,,, so gilt fiir die relative Haufigkeit
bei einer Reihe von n Versuchen:

h(M) _ Z(M) _ Z({wl}) +Z({w2}) +"'+Z({wn}) _ h({wl}) —|—h({w2}) —|—...+h({wn})

n n

Die relative Haufigkeit von M ist also gleich der Summe der relativen Haufigkeiten aller
Elementarereignisse, die in M enthalten sind.

Allgemein gilt fiir die relative Haufigkeit stets 0 < h(M) < 1, wobei h(M) = 0 fiir ein
unmogliches und h(M) = 1 fiir ein sicheres Ereignis gilt. Sind zudem zwei Ereignisse M
und M, unvereinbar, d.h. gilt M; N My = 0, so gilt h(M; U (My) = h(My) + h(M3).

Die Wahrscheinlichkeit

Als Wahrscheinlichkeit bezeichnet man ein Mafs fiir das Eintreten eines Ereignisses M.

Prinzipiell kann nach dem empirischen Gesetz der grofen Zahlen fiir die Wahrscheinlich-
keit folgende Festsetzung genutzt werden:

P(M) = lim h(M)

n—o0

In der Praxis lassen sich jedoch stets nur eine begrenzte Zahl n an Versuchen durchfiihren.
Man definiert den Wahrscheinlichkeitsbegriff daher iiber folgende Axiome:

Definition.:

Eine Abbildung der Form M C P(2) — P(A) € R heikt Wahrscheinlichkeits-
mak, wenn folgende Eigenschaften (“Axiome von Kolmogoroff”) erfiillt sind:

e Nichtnegativitit: Fiir alle M € P(Q) gilt:

P(M) >0




e Normiertheit: Ist M = 2, so gilt:

P(Q) =1

o Additivitat: Fiir M; N My = () gilt:
P(M, U My) = P(M,) + P(My)

Die Additivitéit gilt auch fiir mehrere Ereignisse M, Ms, ..., wenn diese
paarweise unvereinbar sind, d.h. wenn M; N M; = 0 fiir ¢ # j gilt.

Die Zahl p(M) wird dabei als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M bezeichnet.

Zu einem Zufallsexperiment sind beliebig viele unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsmafse
denkbar. Welches Mafs dabei das “Richtige” ist, hingt von den physikalischen Gegebenhei-
ten des Experiments ab. Bei einem “normalen” Wiirfel erwartet man beispielsweise, dass
die Wahrscheinlichkeit P fiir jede Augenzahl gleich % ist; hat der Wiirfel jedoch kleine
Unregelmébigkeiten, so konnen diese zur Folge haben, dass nicht mehr alle Elementarer-
eignisse gleich wahrscheinlich sind.

Zusitzlich zu den obigen Axiomen gelten als Folgerungen einige weitere Eigenschaften fiir
Wahrscheinlichkeitsmafe:

e Ist P(M) die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses M, so ist P(M) = 1 — P(M) die
Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses M."

o Ist My C My, sogilt P(M,;) < P(Ms). Diese Eigenschaft wird auch “Monotonieregel”
genannt.”

e Es gilt stets: P(M; N My) = P(M;) — P(M; N M,). Diese Eigenschaft wird auch
“Zerlegungsregel” genannt.’

e Es gilt stets: P(M; U My) = P(M,)+ P(Msy) — P(M; N M) Diese Eigenschaft wird
auch “Additionsregel” genannt."

Wahrscheinlichkeit bei Laplace-Experimenten

Sind alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich, so bezeichnet man das Zufallsexperi-
ment als “Laplace-Experiment”. Wahrscheinlichkeiten, die unter dieser Annahme berech-
net werden, nennt man entsprechend “Laplace-Wahrscheinlichkeiten”.

! Dass diese Gleichung gilt, folgt aus 1 = P(Q) = P(M UM) = P(M) + P(M).
2 Dass diese Gleichung gilt, lisst sich wegen My = (M N M;) U M zeigen:

P(Ms) = P((Ms N My) U M,) = P(Msy N M) + P(M;)

Wegen 0<L P(MQ + Ml) folgt P(M]_) < P(]V[Q) B B

3 Diese Eigenschaft ergibt sich aus My = (M N Ms) + (M7 N Mz). Damit gilt ebenfalls P(M; N M) =
P(My) — P(M; N My). i i

4 Diese Eigenschaft gilt wegen P(M; U M) = P(M; U (MsNM;)) = P(M;)+ P(Ms N M). Aufgrund

der obigen Beziehung gilt zudem P(My; N (My)) = P(Mz) — P(M; N M3). Ein Einsetzen der zweiten
Gleichung in die erste liefert die Additionsregel.
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Hat ein Laplace-Experiment n Elementarereignisse, d.h. ist || = n, so gilt P = % fiir
jedes Elementarereignis {w}. Fiir ein Ereignis M = {wq, wo, ..., wy} mit k& < n gilt
entsprechend:

Anzahl der giinstigen Ergebnisse  [M|

P(M) = =
() Anzahl der méglichen Ergebnisse ||

Um die Anzahl der giinstigen und der moglichen Ergebnisse zu bestimmen, werden iibli-
cherweise Methoden aus der Kombinatorik genutzt.

Kombinatorik

In der Kombinatorik wird untersucht, wie viele unterschiedliche Moglichkeiten sich bei
der Anordnung einer bestimmten Anzahl an Objekten ergeben, je nachdem, ob dabei die
Reihenfolge der Objekte berticksichtigt wird und/oder die Objekte wiederholt auftreten
kénnen.

Permutationen

Eine Menge mit n Elementen soll unter Beriicksichtigung der Reihenfolge angeordnet
werden, wobei jedes Element nur einmal vorkommen darf. Wie viele verschiedene Anord-
nungen sind dabei moglich?

Diese Grundfrage ldsst sich beantworten, indem Schritt fiir Schritt gepriift wird, wie viele
Moglichkeiten sich bei der Besetzung jeder einzelnen Stelle ergeben. Fiir die Besetzung
der ersten Stelle gibt es n Moglichkeiten, da noch kein Element vergeben wurde. Fiir
die Besetzung der zweiten Stelle bleiben nur noch n — 1 Moglichkeiten, da ein Element
bereits an der ersten Stelle vergeben wurde. Fiir die Besetzung der dritten Stelle bleiben
entsprechend noch n — 2 Mdglichkeiten, und so weiter. Fiir die letzte Stelle bleibt nur
noch ein Element iibrig, somit gibt es auch nur eine Moglichkeit die Stelle zu besetzen.

Jede Besetzung einer einzelnen Stelle kann mit jeder Besetzung einer anderen Stelle kom-
biniert werden. Damit entspricht die Anzahl an n-Permutationen, d.h. an Anordnungen
mit Beriicksichtigung der Reihenfolge und ohne Wiederholung der Elemente, dem Produkt
aller Moglichkeiten fiir die einzelnen Stellen:

nl=n-n—1)-(n—2)-...-1 (191)

Dabei wird mit n! (gelesen: n Fakultit) die Produktfolge von 1 bis n bezeichnet.
Beispiel:
e Auf wie viele verschiedene Arten lassen sich ein roter, ein griiner, ein blauer, ein

gelber und ein weifler Ball in einer Reihe hintereinander legen?

Da es sich insgesamt um fiinf Bélle handelt und jeder Ball die erste Position in
der Reihe einnehmen kann, gibt es fiir die Besetzung der ersten Stelle 5 Moglich-
keiten. Fiir jede mogliche Besetzung der ersten Stelle gibt es 4 Moglichkeiten, die
zweite Stelle zu besetzen, und fiir jede dieser Anordnungen existieren wiederum 3
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Moglichkeiten zur Besetzung der dritten Stelle. Schlieflich gibt es fiir jede dieser An-
ordnungen dreier Béille 2 Moglichkeiten zur Besetzung der vierten Stelle. Die fiinfte
Stelle ist automatisch festgelegt, da jeweils nur 1 Besetzungsmoglichkeit vorliegt.
Insgesamt ergibt sich damit folgende Anzahl an Moglichkeiten:

5!=5-4-3-2-1=120

Es gibt somit 120 verschiedene Mdglichkeiten, die fiinf Bélle der Reihe nach anzu-
ordnen.

Permutationen mit nicht unterscheidbaren Objekten

Sind m von den insgesamt n Objekten nicht unterscheidbar, so kénnen diese auf m! ver-
schiedene Arten auf ihre Positionen verteilt werden. Da alle diese Moglichkeiten nur eine
einzige Anordnung liefern, wiirden sie in der Permutations-Gleichung (191) félschlicher-
weise zu einem m!-fachen an Kombinationsmdglichkeiten fiihren.

Um die Einschrinkung an unterschiedlichen Anordnungen zu beriicksichtigen, muss Glei-

chung (191) durch m! dividiert werden. Die Anzahl an n-Permutationen mit m identischen

Objekten ist somit gleich Z:L—',

Sind allgemein jeweils my, mo, ... der insgesamt n Objekte identisch, so ldsst sich die

Anzahl an Permutationen (unterschiedlichen Anordnungen) folgendermafen berechnen:

- 192

my!l-ma! - ... (192)

Beispiele:

e Auf wie viele verschiedene Arten lassen sich die Ziffern 001 anordnen?

In diesem Fall treten zwei gleichartige Objekte (die zwei Nullen) auf. Fiir die Anzahl
der moglichen Permutationen gilt somit:

31 3-2-1
— = :3
2! 2-1

Es sind somit drei verschiedene Permutationen (001, 010, 100) moglich.

e Auf wie viele verschiedene Arten lassen sich die Buchstaben des Wortes “Mississippi”
anordnen?

Wiren alle elf Buchstaben voneinander verschieden, so gibe es 11! =
39916 800 unterschiedliche Anordnungsméglichkeiten. Von diesen Anordnun-
gen sind allerdings 4! - 4! - 2! identisch, da es sich bei den vier Buchstaben “1”
den vier Buchstaben “s” und den zwei Buchstaben “p” um nicht unterscheid-
bare Objekte handelt, und die verschiedenen Anordnungsméglichkeiten der
gleichen Buchstaben jeweils zu nur einer einzigen zusammenfallen. Insgesamt

ergibt sich somit folgende Anzahl an mdoglichen Anordnungen:
1 39916800
41-41-20 1152

Es gibt also 34 650 verschiedene Mé&glichkeiten, die elf Buchstaben unter Be-
riicksichtigung der Reihenfolge anzuordnen.

= 34650
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Variationen

Bei einer Variation wird aus einer Menge von n-Elementen eine Auswahl an £ Elementen
entnommen; dabei wird die Reihenfolge der entnommenen Elemente beriicksichtigt.

Variationen ohne Wiederholung

Wird aus einer Menge mit n Elementen eine Anzahl an k£ < n Elementen entnommen,
wobei kein Element mehrfach vorkommen darf, so ergibt sich (unter Beriicksichtigung der
Reihenfolge) eine bestimmte Anordnung der k& Elemente. Mathematisch wird eine solche
Anordnung (ay, as, as, ..., ay) als “Tupel” bezeichnet.'

An der ersten Stelle des Tupels kann jedes der n Elemente auftreten. Fiir die Besetzung der
zweiten Stelle sind nur noch (n—1) Moglichkeiten vorhanden, fiir die Besetzung der dritten
Stelle (n —2) Moglichkeiten. Fiir die Besetzung k-ten Stelle gibt es schlieflich (n —k + 1)
verschiedene Moglichkeiten. Die Anzahl an méglichen Tupeln ist somit insgesamt gleich:

n!

Gt%ﬁ:nwn_m4n—m-H~m—k+D! (193)

Da 0! = 1 gilt, kann im Fall & = n die obige Formel (193) als (n+'n), = % = n! geschrieben
werden. Dieser Fall entspricht somit einer Permutation der n Elemente beziehungsweise

der Gleichung (191). Im Fall k£ < n wird die Produktreihe vorzeitig “abgeschnitten”.

Variationen mit Wiederholung

Wird aus einer Menge mit n Elementen eine Anzahl an k£ < n Elementen entnommen,
wobei jedes Element mehrfach vorkommen darf, so spricht man von einer Variation mit
Wiederholung. Jedes Ergebnis ist wiederum ein Tupel (aq, as, as, ..., ax).

An jeder Stelle des Tupels kann, wenn eine Wiederholung der Elemente moglich ist, jedes
der n Elemente auftreten. Die Anzahl an mdoglichen Tupeln ist somit gleich:

~
k mal

Beispiel:

e Aus einer Liste mit 100 verschiedenen Zitaten wird jeden Tag nach einem Zufalls-
prinzip ein Zitat ausgewahlt, um als “Zitat des Tages” auf einer Homepage einge-
blendet zu werden. Wie viele verschiedene Variationen der Zitate konnen in 7 Tagen
auftreten?

An jedem der Tage sind 10 verschiedene Zitate moglich, denn es kann auch an zwei
oder mehreren aufeinander folgenden Tagen das gleiche Zitat erscheinen. Innerhalb
einer Woche gilt damit fiir die Anzahl an méglichen Zitatefolgen:

10" = 10000 000

1 Auch geordnete Paare zweier Zahlen, beispielsweise die Koordinaten (z, y) eines Punktes in einem
zweidimensionalen Koordinatensystem, konnen somit als Tupel bezeichnet werden.
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Innerhalb einer Woche kénnen somit zehn Millionen verschiedene Anordnungen der
Zitate auftreten.

Kombinationen

Bei einer Kombination wird aus einer Menge von n-Elementen eine Auswahl an k Ele-
menten entnommen; dabei wird die Reihenfolge der entnommenen Elemente nicht be-
riicksichtigt.

Kombinationen ohne Wiederholung

Um k Elemente in einer bestimmten Reihenfolge aus einer Menge mit n Elementen aus-

zuwahlen, gibt es, wie im Abschnitt Variationen ohne Wiederholung besprochen, #’k),

Moglichkeiten. Hierbei wurde allerdings jede Reihenfolge der k& Elemente als eigene Mog-
lichkeit angesehen. Soll die Reihenfolge der entnommenen Elemente nicht beriicksichtigt
werden, so muss die Gesamtzahl (n’j—'k), durch die Anzahl der méglichen Anordnungen der

k Elemente dividiert werden (also durch £!).

Die sich ergebende Grofke heifst Binomialkoeffizient und wird folgendermafen dargestellt:

(Z) - (n+')'k' (195)

Die Werte der Binomialkoeffizienten lassen sich als so genanntes “Pascalsches Dreieck”
anordnen. Da bei der Nummerierung der Zeilen und Spalten mit n = 0 beziehungsweise
k = 0 begonnen wird, befindet sich der Koeffizient (Z) in der (n + 1)-ten Zeile an der
(k + 1)-ten Stelle.

(%) 1 6 15 20 15 6 1

Abb. 162: Das Pascalsche Dreieck

Jede Zahl ist die Summe der beiden dariiber liegenden Zahlen. Die Werte Binomialkoee-
fizienten kénnen somit rekursiv nach folgender Formel berechnet werden:

(Zi) - (Z)+ (kil)
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Beispiel:

e Wie viele Moglichkeiten gibt es, k = 3 Kugeln aus einer Schale mit n = 10 durch-
nummerierten Kugeln zu entnehmen, wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt?

Durch Einsetzen von k£ = 3 und n = 10 in Gleichung (195) erhélt man:

! .9.
10 _ 10! :10 9 8:@:120
3 73! 3-2-1 6

Es gibt somit 120 verschiedene Moglichkeiten, aus zehn nummerierten Kugeln drei
Stiick auszuwahlen.

Kombinationen mit Wiederholung

Wird aus einer Menge mit n Elementen eine Anzahl an k£ < n Elementen entnommen,
wobei jedes Element mehrfach vorkommen darf und die Reihenfolge der entnommenen
Elemente nicht beriicksichtigt wird, so spricht man von einer Kombination mit Wieder-
holung.? Hierfiir gibt es folgende Anzahl an Moglichkeiten:

n+k—1 n+4k—1)
( k ):((TL—TR)' (196)

Formal ist diese Formel mit der Binomialkoeffizienten-Gleichung (195) identisch, wenn
man n durch den Wert (n + k — 1) ersetzt.

Beispiel:

e Wie viele Moglichkeiten gibt es bei einem k& = 3-fachen Werfen eines Wiirfels mit
n = 6 verschiedenen Seiten, wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt?

Durch Einsetzen von k£ = 3 und n = 6 in Gleichung (196) erhélt man:

6+3—-1\ (8 8  8.7-6 _ 56
3 ~\3) 5.3 3.2.1
Es gibt bei dreimaligem Werfen des Wiirfels somit 56 verschiedene Kombinationen
an erhaltenen Werten.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition:

Bei einem Zufallsexperiment mit der Ergebnismenge {2 werden zwei Ereignis-
se My und My mit P(M;) > 0 betrachtet. Dann bezeichnet man folgenden
Ausdruck als bedingte Wahrscheinlichkeit von M; unter der Bedingung M:

P(M; N M,)

P, (M) = POVL)

2 Da jedes Element mehrfach vorkommen darf, ist bei Kombinationen mit Wiederholung auch k > n
moglich.
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Handelt es sich bei P(M;) und P(M,) um Laplace-Wahrscheinlichkeiten, so
gilt:
P(MyN My)  [My N M|

P OB) = =500y = o)

Die obige Definition lédsst sich auch, insbesondere bei der Nutzung von Baumdiagrammen,
als Produktsatz formulieren. Es gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl M, als auch
M, eintreten:

P(M; N My) = P(M) - Py, (M)

Fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten gelten zudem folgende Regeln:

e Multiplikationsregel: In einem Ergebnisbaum stellt jeder Knoten ein Elementarereig-
nis dar. Die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ereignisses entspricht dabei dem
Produkt der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse ldngs des zugehdrigen
Weges.

e Additionsregel: Besteht ein Ereignis in einem Ereignisbaum aus mehreren Wegen,
so ist, die zugehorige Wahrscheinlichkeit gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten
fiir die einzelnen Wege.

Stochatisch unabhingige Ereignisse

Ein Ereignis M, ist von einem Ereignis M; unabhéngig, wenn M; auf die Wahrscheinlich-
keit von M, keinen Einfluss hat.

Definition:

Ist 2 die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments und M; und M,y zwei Fr-
eignisse mit P(M;) > 0, so nennt man M, stochastisch unabhéingig von M,
wenn gilt:

Py, (M) = P(Ms)

Andernfalls heiftt M, stochastisch abhéngig von M;.

Ist ein Ereignis Ms stochastisch unabhéingig vom Ereignis My, so ist umgekehrt auch M,
stochastisch unabhéngig von M,, denn in diesem Fall gilt:

P(My N M) _ P(My)(Ms,) - P(My) _ P(My) - P(M,)
P(My) P(My) P(My)
Als Sonderfall von stochastischer Unabhéangigkeit gilt P(M; N My) = P(My)- P(Ms) stets

auch dann, wenn die Wahrscheinlichkeit von mindestens einem der beiden Ereignisse gleich
Null ist. Allgemein gilt fiir alle stochastisch unabhingigen Ereignisse:

P, (M) =

= P(M)

M, und M, sind stochastisch unabhéingig <  P(M; N Ms) = P(M;) - P(Ms)

Sind zwei Ereignisse M; und M, stochastisch unabhéngig, so gilt dies auch fir die Ge-
genereignisse. In diesem Fall sind somit auch die Ereignisse M; N My, M1 N My sowie
M, N M, stochastisch unabhéngig.
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Bernoulli-Experimente

Als Bernoulli-Experiment bezeichnet man ein Zufallsexperiment mit nur zwei mdglichen
Ergebnissen. Meist verwendet man dabei als Ergebnismenge 2 = {0, 1}, wobei 1 als Sym-
bol fiir das Eintreten des Ereignisses (“Treffer”) und 0 als Symbol fiir das Nichteintreten
des Ereignisses (“Niete”) benutzt wird. Zusétzlich ist es iiblich, mit p = P({1}) die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Treffer und mit ¢ = P({0}) die Wahrscheinlichkeit fiir eine Niete
zu bezeichnen.

Wird ein Bernoulli-Experiment mehrfach durchgefiihrt, wobei sich die einzelnen Versuchen
nicht beeinflussen und die Trefferwahrscheinlichkeiten bei allen Versuchen gleich grof sind,
so spricht man von einer Bernoulli-Kette. Eine solche Bernoulli-Kette lasst sich ebenfalls
durch einen Ergebnisbaum veranschaulichen.

Betrachtet man ein Ereignis mit genau k Treffern, so lassen sich mittels des Ergebnisbaums
folgende Gesetzmaéfkigkeiten herleiten:

e Jeder einzelne Weg im Ereignisbaum, der iiber k£ Einsen und n — k& Nullen fiihrt,
setzt sich aus k Teilstiicken mit der Wahrscheinlichkeit p sowie (n — k) Teilstiicken
mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = (1 —p) zusammen. Nach der Multiplikationsregel fiir
bedingte Wahrscheinlichkeiten ist somit die Wahrscheinlichkeit fiir jeden Weg mit
genau k Treffern gleich p* . ¢"*.

e Um die Anzahl an Wegen mit genau k£ Einsen zu ermitteln, muss bestimmt werden,
auf wie viele verschiedene Arten es moglich ist, £ Einsen auf n Stellen zu verteilen.
Es handelt sich hierbei um Kombinationen ohne Wiederholung, da jeder Weg nur
einmal gezahlt werden darf und die Reihenfolge, in der die einzelnen Wege gezéhlt
werden, ohne Bedeutung ist. Dies entspricht dem klassischen “Lotto-Problem”, d.h.

es gibt (Z) = #Lk), verschiedene Kombinationen.

Aus beiden Eigenschaften ergibt sich folgende Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Bernoulli-
Kette mit einer Linge n und einer Wahrscheinlichkeit p genau 7" = k Treffer auftreten:

P =)= (}) s (197)

Diese Formel wird hdufig als “Formel von Bernoulli” bezeichnet.

Summenwahrscheinlichkeiten bei Bernoulli-Ketten

Bezeichnet man bei einer Bernoulli-Kette mit einer Linge n und einer Trefferwahrschein-
lichkeit p das Ereignis “genau k Treffer” mit My, so gilt:

P(T <k)=P(MyUMU...UDMy,)
und

P(T > k) = P(McU M, U...UM,)
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Alle Ereignisse M;, die jeweils T' = ¢ Treffer bedeuten, sind paarweise stochastisch unab-
héangig; die einzelnen Wahrscheinlichkeiten kénnen also addiert werden.

Fiir ein Bernoulli-Experiment mit einer Linge n und einer Trefferwahrscheinlichkeit p
gelten somit folgende Regeln:

e Fiir mindestens k Treffer:

e Fiir hochstens k Treffer:

k
=0

P(T <k)= Z (?) g

e [ir mindestens [ und hochstens k Treffer:

.. to be continued ...
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Beschreibende Statistik

In der beschreibenden Statistik geht es um die Erfassung, Auswertung und Darstellung
von experimentell oder empirisch gewonnenen Daten. Dabei werden eAndliche Mengen
an Objekten hinsichtlich bestimmter Eigenschaften untersucht. Dabei werden allgemein
folgende Schritt durchlaufen:

e Zunichst miissen in der beschreibenden Statistik alle fiir die Analyse relevanten
Daten vollstdndig erhoben werden.

e Das bei der Daten-Erhebung gewonnene, oftmals sehr umfangreiche Datenmaterial
muss als néchstes in eine iibersichtliche Form gebracht werden, {iblicherweise in eine
Tabelle oder eine Graphik.

e Anschlieffend kann mit der Analyse der Daten begonnen werden. Hierbei lassen sich
die Daten beispielsweise mittels wichtiger Kennzahlen wie Mittelwert und Streu-
ungsmalfs charakterisieren, ebenso konnen beispielsweise zeitliche Trends oder Ab-
hiangigkeiten zwischen mehreren Grofen untersucht werden.

e Zuletzt konnen die Ergebnisse der Analyse interpretiert werden.

Merkmale, Merkmalstrager und Grundgesamtheit

Als (Untersuchungs-)Merkmal wird die interessierende statistische Information bezeich-
net. Ein einzelnes Objekt, das dieses Merkmal besitzt, nennt man Merkmalstriger. Die
moglichen Werte, die ein Merkmal annehmen kann, heifsen Merkmalswerte oder Auspra-
gungen dieses Merkmals.!

Die Menge an Objekten (G, die hinsichtlich einem oder mehrerer zu untersuchender Merk-
male gleichwertig sind, wird als “Grundgesamtheit” oder “Population” bezeichnet. Bei der
Festlegung der Grundgesamtheit werden miissen klare Abgrenzungen getroffen werden,
beispielsweise miissen raumliche oder zeitliche Einschriankung vorliegen; die Mitglieder
der Grundgesamtheit miissen somit nicht nur Trager des Untersuchungsmerkmals sein,
sondern auch iibereinstimmende Abgrenzungsmerkmale besitzen.

! Ein Merkmal kann auch als eine Abbildung X : G — M aufgefasst werden, welche die einzelnen
Merkmalstriager g € G auf Ausprigungen m € M abbildet;:

X(g)=m

Eine derartige Abbildung ist nicht zwingend eindeutig: Ein Merkmalstrager kann mehrere Merkmals-
Ausprigungen aufweisen; beispielsweise kann eine Person in mehreren Vereinen aktiv sein, mehrere Spra-
chen sprechen usw.
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Beispiel:

e Bei einem naturwissenschaftlichen Experiment sind die einzelnen Messungen die
Merkmalstrager, die ihrerseits Messdaten als Merkmale enthalten.

e Bei einer Inventur werden zu einem bestimmten Zeitpunkt alle Objekte eines raum-
lich abgegrenzten Bereichs beispielsweise hinsichtlich ihrer Funktionsfahigkeit als
Merkmal untersucht.

Die Méchtigkeit n = |G| der Grundgesamtheit ist gleich der Anzahl ihrer Objekte. In
Tabellen werden die einzelnen zu untersuchenden Merkmale hiufig einem Buchstaben
A, B ... zugeordnet, die einzelnen zu einem jeweiligen Merkmalstrager gehérenden Merk-
malswerte werden zeilenweise durchnummeriert und in der jeweiligen Spalte eingetragen.

Meist ist bei einer Daten-Erhebung nicht mdoglich, alle Mitglieder der Grundgesamtheit
zu untersuchen (“Vollerhebung”). In diesem Fall muss sich die Statistik mit einer kleine-
ren, moglichst repriasentativen Stichprobe auskommen und von dieser auf die Gesamtheit
schliefen.

Qualitative und quantitative Merkmale

Merkmale kénnen allgemein in zwei Gruppen unterteilt werden:

e Qualitative Merkmale lassen sich nur verbal beschreiben, es konnen nur Namen oder
Klassenbezeichnungen als Werte vorkommen.

Handelt es sich bei den Merkmalswerten um Namen, so spricht man auch von
artmafkigen Merkmalen. Beispiele fiir derartige Merkmale sind Familiennamen,
Geschlecht, Farbbezeichnungen, usw.

Handelt es sich bei den Merkmalswerten um Klassenbezeichnungen, so spricht
man auch von intensitdtsmékig abgestuften Merkmalen. Ein Beispiele hierfiir
sind Schulnoten (“sehr gut”, “gut”; usw.).

Qualitative Merkmale lassen sich zudem in “hdufbare” und “nicht haufba-
re” Merkmale unterscheiden. Ein qualitatives Merkmal ist hdufbar, wenn ein
Merkmalstriger mehrere Merkmalswerte gleichzeitig aufweisen kann; beispiels-
weise kann eine Person gegebenenfalls mehrere Berufsausbildungen absolviert
haben. Ein qualitatives Merkmal ist nicht haufbar, wenn ein Merkmalstrager
nur genau einen Merkmalswert aufweisen kann; beispielsweise hat jede Person
genau eine Augenfarbe.

e Quantitative Merkmale konnen als Vielfaches einer Einheit ausgedriickt werden,
beispielsweise Zeitdauer, Energiebedarf, usw.

Koénnen bei einem quantitativen Merkmal nur ganzzahlige Werte auftreten, so
spricht man von einem diskreten Merkmal. Ein Beispiel hierfiir sind Stiickzahlen.

Koénnen bei einem quantitativen Merkmal beliebige Werte auftreten, so spricht man
von einem stetigen oder kontinuierlichen Merkmal. Beispiele hierfiir sind Zeitdauern,
Langenangaben, usw.
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Um eine Vielzahl unterschiedlicher quantitativer Messwerte abzubilden, konnen diese in
einzelne Intervalle zusammengefasst werden. Anstelle (sehr) viele Einzelergebnisse aufzu-
listen, geniigt es damit, die Anzahl an Werten in den einzelnen Intervallen anzugeben.
Ublicherweise werden zwischen 5 und 20 einzelne Intervallen mit jeweils gleich groken
Intervallen und eindeutig zuzuordnenden Intervallgrenzen gewéhlt. Durch diese Methode
gehen zwar einerseits die statistischen Informationen der Einzelmessungen teilweise ver-
loren, andererseits werden dafiir die Ergebnisse “komprimiert” und somit iibersichtlicher.

Statistische Mess-Skalen

Mittels einer Mess-Skala konnen die moglichen Merkmalswerte nach bestimmten Ord-
nungsprinzipien darstellt werden. Fiir qualitative Merkmale werden Nominal- oder Ordi-
nalskalen verwendet, fiir quantitative Merkmale kommen oftmals Intervall- oder Verhélt-
nisskalen zum Einsatz. Im folgenden Abschnitt werden diese Skalen ndher beschrieben.

Nominalskala

Eine Nominalskala hat die moglichen Namen eines quantitativen Merkmals als Skalenwer-
te. Diese werden gleichberechtigt nebeneinander angeordnet. Die einzelnen Namen kénnen
zur Unterscheidung von artméfigen Merkmalen genutzt werden, entsprechen jedoch kei-
ner Rangordnung. Nehmen die einzelnen Namen zu viel Platz ein, so konnen ihnen auch
Abkiirzungen oder Nummern als Schliisselwerte zugewiesen werden.

Ordinalskala

Eine Ordinalskala hat die Klassenbezeichnungen eines quantitativen Merkmals als Skalen-
werte. Im Gegensatz zu einer Nominalskala sind die einzelnen Klassenbezeichnungen nicht
gleichwertig, sondern entsprechen einer Rangordnung in auf- oder absteigender Folge.

Intervall- und Verhaltnisskala

Bei diesen beiden Skalentypen handelt es sich um metrische Skalen, vergleichbar mit einem
Meterstab. Als Skalenwerte werden Vielfache einer Grundeinheit abgetragen.

Eine metrische Skala heifst Intervallskala, wenn der Nullpunkt willkiirlich gewahlt ist; in
diesem Fall konnen zwar Differenzen zwischen zwei Werten sinnvoll interpretiert werden,
Quotienten hingegen nicht; Beispielsweise entsprechen 20 °C nicht einer doppelt so hohen
Temperatur wie 10°C, wenn man vom absoluten Temperaturnullpunkt T, = —273°C
ausgeht.

Ist der Nullpunkt einer Skala eindeutig festgelegt, so spricht man von einer Verhéaltniss-
kala. In diesem Fall sind auch Quotienten von einzelnen Werten sinnvoll interpretierbar.
Beispiele hierfiir sind Gewichtsangaben, Geldmengen, Stiickzahlen, absolute Temperatur-
angaben usw.
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Graphische Darstellungen statistischer Daten

Bisweilen ist es praktisch, statistische Informationen als Diagramme graphisch darzustel-
len; diese miissen einerseits eindeutig beschriftet sein und sollten andererseits moglichst
iibersichtlich gestaltet werden.

e Bei einem Histogramm werden auf der waagrechten Achse die einzelnen Intervall-
oder Klassengrenzen abgetragen. Uber den einzelnen Intervallen werden Rechtecke
gezeichnet, deren Hohe die absoluten oder relativen Haufigkeiten des jeweiligen In-
tervalls oder der jeweiligen Klasse darstellen.

e Todo: Tortendiagramm, Liniendiagramm, Boxplot usw.

Umgang mit ungenauen Messwerten

Als Messfehler werden Differenzen zwischen gemessenen Werten und den unbekannten
wahren Werten der jeweiligen Messgrofen bezeichnet. Sie lassen sich grundsitzlich in
zwei Arten unterteilen — in systematische und statistische (zuféllige) Fehler.

Systematische Fehler

Systematische Fehler entstehen durch mangelhafte Messverfahren, beispielsweise durch
defekte Messgerite, falsche Eichungen, oder Vernachléssigung von stérenden Einflussgro-
fsen. Je nach Fehler weichen die gemessenen Werte entweder nach oben oder nach unten
von den tatsdchlichen Werten ab.

Systematische Fehler werden “reproduzierbar” genannt, denn bei erneuten Messvorgingen
treten sie unter gleichen Bedingungen erneut auf. Wird der Fehler gefunden, so kann er
beriicksichtigt und eventuell korrigiert werden.

Statistische Fehler

Statistische Fehler entstehen zuféllig, beispielsweise durch Schwankungen in Messgeréten
oder durch ein ungenaues Ablesen von analogen Messgeriten. Die Abweichungen der
gemessenen Werte kénnen unabhéngig vom Fehler sowohl nach oben als auch nach unten
von den tatsdchlichen Werten abweichen.

Statistische Fehler konnen nicht nie komplett vermieden werden. Die Messgenauigkeit
kann jedoch erhoht werden, indem mehrere Messungen oder Stichprobentests unter glei-
chen Bedingungen durchgefiihrt werden.

Die Summe aller nicht erfassbaren systematischen und zufélligen Fehler ergibt den Grofst-
fehler einer Datenaufnahme beziehungsweise Messung.

Setzt sich ein Ergebnis rechnerisch aus mehreren gemessenen Grofen zusammen, so hat
auch dieses einen Fehler, der sich aus den Fehlern der Einzelgrofen ergibt. Dabei gelten
fiir verschiedene Rechenoperationen verschiedene Regeln:
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e Bei Summen und Differenzen (also y = x; + x5 oder y = x; — x3) werden die
Absolutfehler der Einzelgrofen quadriert und addiert; die Quadratwurzel aus diesem
Wert liefert schlieflich den Fehler der Ergebnisgrofe:

Ay = \/(Az1)2 + (Axy)?

e Bei Produkten und Quotienten (also y = z1 - 23 oder y = z7 : z3) werden die
relativen Fehler unter der Wurzel quadratisch addiert:

Ay \/(Ax1)2 (Ax2>2
— — J— + —
Y 21 T2
e Bei Potenzen und Wurzeln (also y = 2z7?) wird der relative Fehler von y bestimmt
durch

Ay Axy
— =29 ——
) T

Dies gilt auch fiir z5 < 1 (Wurzeln).

Mittelwerte und StreuungsmalRe

Nicht nur bei der Fehlerrechnung hat man bei statistischen Analysen als Ziel, die Gesamt-
heit aller Merkmalswerte mit einigen charakteristischen Grofen zusammenzufassen; diese
sollten beispielsweise einen durchschnittlichen Wert sowie die Streuung der Merkmalswer-
te um diesen Durchschnittswert beziffern.

Mittelwerte

Mit “Mittelwert” bezeichnet man umgangssprachlich meist das so genannte arithmeti-
sche Mittel; bisweilen sind allerdings auch andere Durchschnittswerte wie Median- oder
Modalwerte besser zur Beschreibung einer Haufigkeitsverteilung geeignet.

Arithmetisches Mittel

Hat man eine Folge von n gemessenen Elementarereignissen vorliegen, so schwanken die
Messwert z; der Ereignisse um den Mittelwert =, der folgendermafen definiert ist:

1 n
__ 1 , 1
Der Mittelwert z wird auch als “arithmetisches Mittel” der Zahlenfolge bezeichnet. Die
Abweichungen der einzelnen Ereignisse x; von diesem Mittelwert betragen:
AZEi =T —

Der Mittelwert ist zwar anschaulich und einfach zu berechnen, allerdings empfindlich
gegen unerwartet hohe beziehungsweise niedrige Merkmalswerte, so genannte “Ausreifer”.
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Gewichtetes arithmetisches Mittel

Das gewichtete (arithmetische) Mittel ist arithmetische Mittel einer Haufigkeitsverteilung.
Man verwendet diesen Wert, wenn die Merkmalswerte mit unterschiedlichen Haufigkeiten
gewichtet sind.

Um das gewichtete Mittel zu berechnen, multipliziert man zunéchst die unterschiedlichen
Merkmalswerte x; mit ihrer jeweiligen Hdiufigkeit z; anschliefsend addiert man alle re-
sultierenden Produkt-Werte und teilt das Ergebnis durch die Anzahl n aller Messungen:

1

Hat man anstelle der (absoluten) Héufigkeiten z; die relativen Haufigkeiten h; = % gege-
ben, so geniigt es, diese mit den jeweiligen Merkmalswerten z; zu multiplizieren und die
resultierenden Produkte zu addieren:

=1 =1

i=1
Beispiel:

e Bei der Statistischen Erhebung “Mikrozensus 2015” hat sich die in der folgenden
Tabelle dargestellte Haufigkeitsverteilung fiir die Anzahl an Kindern (unter 18 Jah-
ren) in Haushalten und Familien ergeben (Quelle: Destatis). Wie viele Kinder gibt
es durchschnittlich je Familie?

Kinder je Haushalt | Anzahl z an Familien in 1000
0 3376

1 4251

2 2916

3 697

4 126

5 (oder mehr) 42

Insgesamt 11408

Da die unterschiedlichen Kinder-Anzahlen unterschiedlich gewichtet sind, muss zur
Bestimmung des Durchschnittwerts mit der Formel fiir das gewichtete arithmetische
Mittel gerechnet werden:

1
i:11—408-(3376-0+4251-1+2916-2+697-3—|—126-4+42-5)z1,13

Je Familie gibt es in Deutschland somit durchschnittlich (nur) rund 1,13 Kinder
unter 18 Jahren.
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Geometrisches Mittel

Sind die Merkmalswerte relative Anderungen, wie es beispielsweise bei Wachstumraten
oder Leistungssteigerungen der Fall ist, so wird bevorzugt das geometrische Mittel Z¢ als
Durchschnittswert verwendet. Sie die einzelnen Merkmalswerte 1, xs, ..., x, allesamt
positiv, so kann das geometrische Mittel Zg folgendermafen berechnet werden:

T =+/T1 Tg-... Ty (201)

Beispiel:

e In einer bestimmten Bakterien-Kultur erhéhte sich in drei Tagen die Zahl der Bak-
terien pro Einheit von 100 auf 700. Gefragt ist nach der durchschnittlichen prozen-
tualen Zunahme (je Tag).

Die durchschnittliche Zunahme soll mit = bezeichnet werden. Fiir die Zahl der Bak-
terien nach dem ersten Tag ergibt sich damit:

100 + 100 - z = 100 - (1 + z)

Fiir den zweiten Tag ist der Wert 100- (1+x) der neue Ausgangswert. Stellt man die
obige Gleichung fiir den zweiten Tag auf, so muss also lediglich 100 durch 100-(1+x)
ersetzt werden. Man erhilt als Anzahl der Bakterien nach dem zweiten Tag:

100 (1+2) +100- (1 +2) -2 =100 (1 + x)°

Hierbei wurde zunéchst der gemeinsame Faktor 100 ausgeklammert und anschlie-
fend der resultierende Term zusammengefasst: 100 - [(1 + z) + (1 + ) - z] =
100+ (1 4z + x + 2?). Der Term in der Klammer kann als (1 +2-x + 2?) geschrieben
werden und entspricht somit der binomischen Formel (1 + z)2.

Fiir den dritten Tag erhélt man mit 100 - (1 + x)? als neuem Ausgangswert:
100 (14 2)*+100- (1 +x)* -2 =100 - (1 + z)?

Hierbei wurde zunichst wiederum der gemeinsame Faktor 100 ausgeklammert und
anschliefsend der resultierende Term in der Klammer ausmultipliziert. Man erhélt
$0 100 [(1+2-x+2%) + (v + 2 - 2® + 2*)], was sich zu 100- (1 + 3 - x + 3 - 2? + 2?)
zusammenfassen lisst; dies entspricht wiederum der binomischen Formel (1 + z)3.

Der Wert des letzten Ausdrucks soll geméf der Angabe gleich 500 sein; es muss also

gelten:
100 - (1 + 2)* =700
700
= (1 Y= —
(142" =700

700
1 =\ —
(1+2)=1/150
/700

Die durchschnittliche Wachstumsrate betridgt somit rund 91%.
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Es kann gezeigt werden, dass das geometrische Mittel einer Merkmals-Reihe der Linge n
allgemein nach diesem Prinzip berechnet werden kann:

_ .| Endwert (202)
Ig= | —/————
¢ Anfangswert

Hat ein Merkmal zu Beginn der Messungen einen Wert w;, so erhdlt man allgemein bei
einem gleichméfigen Wachstum {iber n Zeitschritte den neuen Wert wo geméaf folgender
Formel:

wy =wy - (1+x)"

Hierbei bezeichnet x wiederum die Zuwachsrate je Zeitschritt.
Beispiel:

e Der Wert einer Aktie, deren Kaufpreis 50 Eur betrug, stieg im ersten Jahr auf 70 Eur,
fiel jedoch im zweiten Jahr auf 40 Eur. Wie grofs ist die mittlere Wachstumsrate?

Fiir die relative Wachstumsrate x; im ersten Jahr gilt:

0y
50

T
Fiir die relative Wachstumsrate x5 im zweiten Jahr gilt dafiir:
40
= —~0,5714
T2 70 )
Fiir das geometrische Mittel ¢ zwischen diesen beiden Werten betrégt:

To = /71 Ta = +/1,4-0,5714 ~ 0,8944

Der Wert des geometrischen Mittels ist in diesem Fall kleiner als 1, was eine Verrin-
gerung des urspriinglichen Werts bedeutet. Die jahrliche “Wachstumsrate” betrigt
also 0,8944 — 1 ~ —0, 1056, also rund —10, 56%.

Wie man an den beiden Beispielen erkennen kann, wird das geometrische Mittel vor
allem zur Bestimmung des Durchschnittswertes von Verhéaltniszahlen genutzt, wobei die
Verdnderungen meist in jeweils gleichen zeitlichen Abschnitten angegeben sind.

Harmonisches Mittel

Das harmonische Mittel wird dann verwendet, wenn die Merkmalswerte in Form von
Quotienten vorliegen, wie dies beispielsweise bei der Berechnung von Durchschnitts-
Geschwindigkeiten oder Bevolkerungsdichten der Fall ist.

Die einzelnen Merkmalswerte x1, x5, ..., z, miissen allesamt positiv oder allesamt negativ
sein; das harmonische Mittel Zy lasst sich dann schrittweise folgendermalfsen berechnen:

e Man dividiert die einzelnen Merkmalswerte x; durch ihre jeweiligen (absoluten) Héu-
figkeiten z; und bildet dabei jeweils die Kehrwerte der Ergebnisse.
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o Alle so erhaltenen Kehrwerte werden aufsummiert und der Kehrwert dieser Summe
gebildet.

e Der Kehrwert dieser Summe wird mit der Anzahl n = ) 2 multipliziert.

Die Formel zur Berechnung des harmonischen Mittels lautet also:

21+Zg+..._221
21 22 - EA
2z in

ITH =

(203)

Beispiele:

e Ein Fahrradfahrer fahrt eine 5km lange Strecke zundchst mit 10 km/h bergauf,
anschlieflend mit 30 km/h bergab. Wie grofs ist die Durchschnittsgeschwindigkeit
des Fahrers?

Die beiden auftretenden Merkmalswerte sind z; = 10km/h und z5 = 30km/h; sie
treten mit den Haufigkeiten z; = 2z = 5km auf. Da es sich bei den Merkmalswer-
ten um Quotienten handelt, muss zur Berechnung des Durchschnittswertes auf das
harmonische Mittel zuriickgegriffen werden:

_ 21+ 22 (54 5) km 1 /h
TH = ZI 2z ~ Bkm S — 10 m/
T | z2 10k © 30 km

Die geringe Geschwindigkeit fillt stiarker ins Gewicht, da der Fahrer bergauf mehr
Zeit benotigt als bergab.

e Die Bevolkerungszahlen der Bundeslinder Bayern und Baden-Wiirttemberg sind in
der folgenden Tabelle dargestellt (Quelle: Wikipedia, Stand: Dezember 2016). Wie
viel Einwohner je km? gibt es durchschnittlich in diesen beiden Lindern?

Land Fliche in km? | Einwohner | Einwohner je km?
Baden-Wiirttemberg | 35751 10879618 | 304
Bayern 70550 12843514 | 182

Sind auch die absoluten Einwohnerzahlen bekannt, so kann man diese aufsummieren
und das Resultat durch die Gesamtflache dividieren. Kennt man hingegen nur die
Einwohnerzahlen je km?, so kann man zur Berechnung des Durchschnittswerts die
Formel fiir das harmonische Mittel verwenden:

z1+ 2z 35751 + 70 550) km? 1
TH = 2_11 + Z_z - (35751km2 T 7055[))km2 ~ 21074@
z1 z2 304@ 182@%2

Die durchschnittliche Bevélkerungsdichte in diesen beiden Bundesldndern liegt somit
unterhalb des Durchschnittwerts fiir ganz Deutschland (laut obiger Quelle rund
230 15, Stand: Dezember 2016).

km2 ?

Wie man an den Beispielen erkennen kann, wird das harmonische Mittel dann verwendet,
wenn die Gewichtungen in der gleichen Einheit vorliegen wie der Zéhler oder der Nenner
des Merkmals.
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Median

Wesentlich unempfindlicher gegeniiber Ausreifsern ist der so genannte Medianwert. Sortiert
man alle Merkmalswerte in aufsteigender Reihenfolge, so entspricht der Medianwert genau
dem Wert, der sich in der Mitte dieser Liste befindet.

e Bei einer Liste mit einer ungeradzahligen Anzahl von n Elementarereignissen ent-
spricht der mittlere Platz der Position ”T“ in der Liste; der Medianwert entspricht
somit dem Wert a:[nil] der Liste:

2

e Bei einer Liste mit einer geradzahligen Anzahl von n Elementarereignissen entspricht
der Median dem Durchschnitt aus den beiden mittig gelegenen Werten:

Me =5 (¥ap) + 2ap))

N | —

Der Median ist somit ebenfalls schnell und einfach zu bestimmen.

Modalwert

Der Modalwert, bisweilen auch “Modus” genannt, gibt den Wert einer Messreihe an, der
am hiufigsten beobachtet wurde. Ublicherweise wird der Modalwert nur dann verwen-
det, wenn sich die damit verbundene Héufigkeit deutlich von den restlichen Haufigkeiten
unterscheidet; der Modalwert sollte also ein herausragender Wert sein.

Da die restlichen Merkmalswerte unberiicksichtigt bleiben, wird der Modalwert von Aus-
reifsern nicht beeinflusst.

Streuungsmale

Zusétzlich zum Mittelwert sollte stets (mindestens) ein Streuungsmaf angegeben werden,
das angibt, wie stark die tatsichlichen Merkmalswerte vom Mittelwert abweichen. Bei-

spielsweise sind bei “genauen” Messungen die Abweichungen nur gering, wahrend sie sich
bei “ungenauen” Messungen iiber einen groferen Skalenbereich erstrecken.

Spannweite und Quantile

Als Spannweite R, im Englischen “range” genannt, bezeichnet man die Differenz aus dem
grofsten und dem kleinsten beobachteten Merkmalswert:

R = Lmax — Lmin

Die Spannweite ist zwar ein einfaches und anschauliches Streuungsmafi, gibt allerdings
keine nidheren Informationen iiber die konkrete Verteilung der Merkmalswerte an und ist
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zudem anfillig gegeniiber so genannten “Ausreifern”, also einzelnen ungewdhnlich niedri-
gen oder hohen Werten.

Besser geeignet sind daher meist so genannte Quantils-Angaben: Hierbei sortiert man
zundchst alle Merkmalswerte ihrer Gréfle nach und untergliedert diese dann in mehrere
Teile:

e Bei Quartilen wird die Gesamtheit aller Merkmalswerte in vier gleich grofte Bereiche
unterteilt.

e Bei Dezilen wird die Gesamtheit aller Merkmalswerte in zehn gleich grofse Bereiche
unterteilt.

Die Berechnung der einzelnen Quantile erfolgt in &hnlicher Weise wie die Berechnung des
Median-Werts; beispielsweise gibt das erste Quartil an, dass 25% aller Merkmalswerte
kleiner und folglich 75% aller Werte groRer als der Wert des ersten Quartils sind.? Der
Wert des zweiten Quartils gibt entsprechend an, dass 50% der Merkmalswerte kleiner
beziehungsweise grofer als dieser Wert sind; dieser Wert ist somit mit dem Median-Wert
identisch.

Standardabweichung

Als Schwankungsbreite wird gewohnlich die Wurzel aus der mittleren quadratischen Ab-
weichung vom Mittelwert angegeben. Diese Grofe wird Standardabweichung o genannt:

o=\ S

i=1

Die Standardabweichung ist, abgesehen von statistischen Schwankungen, unabhingig von
der Anzahl n der Einzelmessungen.

... to be continued ...

Hinweis: Zu diesem Abschnitt gibt es Ubungsaufgaben.

2 Zur Berechnung des ersten Quartilswert priift man, ob man bei einer Merkmalsliste der Linge n fiir
den Term % eine ganzzahlige Zahl erhélt. Ist dies der Fall, so gilt fiir den ersten Quartilswert:

q1 :x[%]

Ist ”T'H nicht ganzzahlig ist, so interpoliert man zwischen diesem und dem darauf folgenden Wert. Bezeich-

net man den Nachkomma-Anteil von % mit R, so ergibt sich als Formel fiir den ersten Quartilswert:

@1 = T[] +R- (a?[%ﬂ] —x[n+1])

4 4
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Ubungsaufgaben und Losungen

Ubungsaufgaben

Aufgaben zur Logik

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Logik.

e Weshalb stellt folgende Gleichung eine Aussageform dar?
?—5-24+6=0

Welcher Wahrheitswert ergibt sich fiir den Variablenwert x = 1, welcher fiir z = 27

Losung

e Wie ldsst sich die folgende Aussage in der mathematischen Kurzform ausdriicken?
“Wenn eine Zahl x durch 10 teilbar ist, so ist sie auch durch 2 teilbar.”

Losung

e Wie lassen sich die beiden folgenden beiden Aussagen in mathematischer Kurzform
zu einer einzigen wahren Aussage zusammenfiigen?

Aq: “Das Viereck ist ein Quadrat.”
As: “Das Viereck hat vier gleich grofse Innenwinkel.”

Was fiir eine Art der Aussage erhélt man hierbei, wenn man die zweite Aussage um
den Zusatz “und es hat gleich lange Seiten” ergidnzt?

Losung

e Weshalb sind folgende beide Aussagen aus rein logischer Sicht falsch formuliert?

— “Rauchen UND Umgang mit offenen Licht ist verboten!”

275



— “Drink OR drive!”

Losung

e Welche Aussage entsteht durch eine Adjunktion (ODER-Verkniipfung) der Aussagen
A;: 1 <2und Ay @ 1 =27 Welchen Wahrheitswert haben die beiden Aussagen A,

beziehungsweise As, welchen die Gesamtaussage?

Losung

e Welche Aussage entsteht durch die Konjunktion (UND-Verkniipfung) der Aussagen
Aq : 134 ist durch 2 teilbar. und A, : 134 ist durch 3 teilbar.? Welchen Wahrheits-
wert haben die beiden Aussagen A; beziehungsweise As, welchen die Gesamtaussa-
ge?

Losung

e Welche Gesamt-Aussage ergibt sich durch eine Antivalenz der Aussagen “Der Zug
fahrt nach Hamburg” und “Der Zug fahrt nach Buxtehude™?

Losung

e Welche Aussage ergit die Implikation der Aussagen “Die Erde ist ein Wiirfel” und
“Die Sonne ist eine Pyramide” Welchen Wahrheitswert hat diese Aussage?

Losung

e Welchen Wahrheitswert hat die Aussage 5 =12 V /16 = 47

Liosung

Aufgaben zur Mengenlehre

Mengenoperationen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Mengenoperationen.

e (*) Welche Ergebnismenge ergibt sich bei der Bildung der Vereinigungsmenge M; U
My, wenn M; = {a, b, ¢, d} und My = {b, ¢, d, e, f} ist?

Losung
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e (*) Welche Ergebnismenge ergibt sich bei der Bildung der Schnittmenge zweier
Mengen M; N My, wenn diese folgende Elemente beinhalten:

a) Ml ={1, 2, 3, 4} ; b) M = {a, b, ¢, d} ;

MQ - {27 47 67 87 10} M? = {ma n, o, p, Q}
c) M, = %,4,52}; M, = {33, V9, 7} d)M; ={z|z<5}; My={x|x>3}
Losung

e (*) Wie ldsst sich anhand der beiden Mengen M; = {1, 2, 3,4, 5, 6} und My =
{4, 5,6, 7, 8,9,10} zeigen, dass bei einer Differenzmenge M; \ My die Mengen M,
und M, im Allgemeinen nicht vertauscht werden kénnen?

Lisung

Abbildungen und Funktionen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Abbildungen, Funktionen, Rela-
tionen und Operationen.

e (*) In folgender Abbildung ist eine Abbildung von Elementen der Menge M auf
Elemente der Menge M, dargestellt.

Wie lésst sich diese Abbildung als Menge darstellen? Kann die Abbildung auch als
Funktion aufgefasst werden?

Losung

Aufgaben zur Arithmetik

Grundrechenarten und Rechenregeln

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Grundrechenarten und Rechen-
regeln.
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e (*) Wie lassen sich folgende Terme zusammenfassen?

a)3-a—2-b—(6-a+3-0)—(—3-a—10)

b)5-a-b-(=2)-b*c-

ca?-b-c?

N | —

Losung

Bruchrechnung

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Bruchrechnung.

e (*) Wie miissen die jeweiligen Definitionsbereiche eingeschriankt werden, damit fol-
gende Bruchterme definiert sind?

5-a—3 2-a+4-b
p)y =——"* ~
a) 4.q ) b—-7
8 2-c+5-d+1
c) d)
(c+3)-(c—2) 3-d2+1
Losung

e (*) Wie lassen sich folgende Bruchterme vereinfachen?

8a—3-b 5-a—6-b

a) az — b2 - a2z — b2 mit ‘a’#‘m
c+d (c—d) .
b . t d
e wit |e] # d]
8-e2-f 4-e-f )
¢) 34 h :6'g2~h2 mit e, f,g,h # 0
Losung

Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Potenzen, Wurzeln und Loga-
rithmen.
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e (**) Wie lassen sich folgende Wurzelterme vereinfachen?
a) v/163 b) (5-v/2)?
¢) (I7) d) V& 5t

e) \/7- 7T f) (\/3>_

V6

Losung

Aufgaben zur elementaren Algebra

Gleichungen

Lineare Gleichungen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Linecare Gleichungen.

e Fiir welchen Wert x gilt die folgende Gleichung?

10 - ) )
OZB+3_5:11_3 ZB+4_2 z+6
3 2 3

Losung

Quadratische Gleichungen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Quadratische Gleichungen.

e Welche Losungsmengen haben folgende Gleichungen?

a)z?—6-2+8=0 b)3-22+4-x—15=0

Losung

e Wie lisst sich folgende Gleichung mit Hilfe des Satzes von Vieta 16sen?
2 —9-24+20=0
Wie lautet die Produktform dieser Gleichung?

Losung
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Algebraische Gleichungen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Algebraische Gleichungen hohe-
ren Grades.

e Von der folgenden Gleichung dritten Grades sei die Losung z; = 3 bekannt. Wie
lauten die anderen beiden Losungen der Gleichung?

2 —6-22—2x+30=0

Losung

e Wie lauten die Losungsmengen folgender Gleichungen?

a)2-2°—5-22-12-2=0 b) z* — 13- 22+ 36 =0

Losung

Bruch-, Produkt- und Wurzelgleichungen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Bruch-, Produkt- und Wurzel-
gleichungen.

Bruch- und Produktgleichungen

e Welche Losungsmenge hat folgende Gleichung?
3-x-(x—5)=6-(x—5)

Liosung

e Welche Losungsmenge hat folgende Gleichung?

3-x+13 4-3-2
20410 4—2-x

Losung
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Wourzelgleichungen

e Weshalb hat die folgende Gleichung keine Losung?
Vr—54+vV2—z=1

Losung

e Welche Losungsmengen haben folgende Gleichungen?

a)Vvr+1l=xz-5 b)V3-2+7T=2-2-x

Losung

Exponential- und Logarithmusgleichungen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Fzponential- und Logarithmus-
gleichungen.

e Welche Losungsmengen haben folgende Exponential-Gleichungen?

a) 3T =12 b) 22-:v+2 — 43~ac—15

Losung

e Welche Losungsmengen haben folgende Logarithmus-Gleichungen?

a) log, (125) =3 b) logs; (3-z—2)=4

Losung

Ungleichungen

Quadratische Ungleichungen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Quadratische Ungleichungen.

e Welche Losungsmenge hat folgende Ungleichung?
?+9-2+14<0

Losung
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Betragsungleichungen

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Betragsungleichungen.

e Welche Losungsmenge hat folgende Ungleichung?
lz—1] <4

Lésung

Lineare Gleichungssysteme

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Lineare Gleichungssysteme.

e Welche Losung hat das folgende Gleichungssystem?
Dy: 4-21+2 -29=-6
(II) 2'$1—3‘$2:—7

Losung

e Am Ende eines Trainings prahlt ein Tennis-Spieler gegeniiber dem anderen:

“Héatte ich auch noch den letzten Satz gewonnen, so hétte ich insgesamt doppelt so
viele Sétze gewonnen wie Du!”

Darauthin meint der andere:

“Gib’ doch nicht so an... hiittest Du auch den vorletzten verloren, dann hétten wir
jeweils gleich viele gewonnen!”

Wie viele Sdtze haben die beiden Spieler jeweils gewonnen?

Losung

e Haben folgende Gleichungssysteme eine eindeutige Losung? Wenn ja, wie lautet

diese?

a) 2-x1+8 x93 = 4
51 +4-25 = 20
7'[E1+4'$2 :—16
b) 3'$1+7'$2 = 15
5'ZL'1—4'I2 = =2
—2~J]1+1'$2 = —4

Losung
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e Wie lautet die Losungsmenge des folgenden Gleichungssystems in Abhéngigkeit von
1'3?

1I1+2l‘2+2$3:—6
—1-x1+2-$2—1~a:3: 4

Losung

Aufgaben zur elementaren Geometrie

Stereometrie

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Stereometrie.

e Zum Reinigen einer Arbeitsfliche werden Vs = 5ml Desinfektionsmittel mittels
einer Spriihflasche aufgetragen. Wie viele Tropfen entstehen dabei, wenn man einen
Durchmesser von 1 um je Tropfen annimmt?

Losung

Aufgaben zur Analysis

Eigenschaften von Funktionen

Die folgenden Aufgaben bezichen sich auf den Abschnitt Figenschaften von Funktionen.

Stetigkeit

e Untersuche die folgende Funktion auf Stetigkeit an der Stelle xq = 1:

fz) =

1—2? firxe]—oo;l]
r—1 firze] 1; oo

Liosung

e Ist die Funktion f(z) = - mit dem Definitionsbereich D = R\ {0} global stetig?

Losung
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Differentialrechnung

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Differentialrechnung.

e Ist eine an einer Stelle z differenzierbare Funktion an dieser Stelle auch stetig? Ist
umgekehrt eine an einer Stelle z( stetige Funktion an dieser Stelle auch differenzier-
bar?

Losung

e Wie lautet die Ableitung der folgenden Funktion (mit ¢ € RT):

cC-T

fl@) = 5—

T C

Losung

Integralrechnung

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Integralrechnung.

Integrationsmethoden

e Ein zunichst leeres Waschbecken wird bis zu einem Zeitpunkt von ¢; = 30s mit
Wasser gefiillt, wobei der Volumenstrom in diesem Zeitabschnitt konstant V =

ﬁ—‘t/ll =0, 3% betragt. Anschliefsend wird der Wasserzufluss gestoppt.

Ab dem Zeitpunkt ¢y = 45s wird dann der Ablauf des Waschbeckens gedfinet, wobei
das Wasser mit einem konstanten Volumenstrom von V = ﬁi/; =1, 2% ausfliefst.

Wieviel Wasser wird zum Zeitpunkt ¢t3 = 50 s noch im Waschbecken enthalten sein?

Losung

e Welchen Wert hat das Integral fol x-e® - da?

Losung
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Aufgaben zur Linearen Algebra und analytischen Geometrie
Determinanten

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Determinanten.

e Wie lisst sich folgende Determinante mittels der Regel von Sarrus berechnen?

1 3 =2
-1 -5 4
0o 7 =2

Losung

e Wie lassen sich folgende lineare Gleichungssysteme mittels der Regel von Cramer

berechnen?
a) l-xy + 529 = 8
3 ry — 9'.732 =—-24
b) 521 + 2wy — 3xg = 11
—2'.7)1 — 7'.732 + 3'I3 = 1
3'.171 — 9'(132 + 1'!)33 = 15
Losung

Aufgaben zur Stochastik

Zufallsexperimente und Ereignisse

e Fiir ein einmaliges Werfen eines sechskantigen Wiirfels werden folgende Ereignisse
vorgeschlagen:

— wy: “Die gewiirfelte Zahl ist eine gerade Zahl.”
— wy: “Die gewiirfelte Zahl ist eine Primzahl.”
— ws: “Die gewiirfelte Zahl ist Eins.”

Weshalb ist {wy, ws, w3} kein Ereignisraum?

Losung
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Aufgaben zur Statistik

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Beschreibende Statistik.

Mittelwerte und Streuungsmale

e Bei der Statistischen Erhebung “Mikrozensus 2015” hat sich die in der folgenden
Tabelle dargestellte Haufigkeitsverteilung fiir die Anzahl an Kindern in Haushalten
und Familien ergeben (Quelle: Destatis). Wie viele Kinder gibt es durchschnittlich
je Haushalt?

Kinder je Haushalt | Anzahl an Haushalten

Anzahl z in 1000 hin %
0 29 365 72,02%
1 5977 14, 66%
2 4098 10,05%
3 1057 2,56%
4 205 0,50%
5 (oder mehr) 72 0,18%
Insgesamt 40774 100%

Losung
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Losungen

Losungen zur Logik

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Logik.

e Die Gleichung stellt eine Aussageform dar, da in ihr als Charakteristikum (mindes-

tens) eine unbestimmte Variable auftritt.

Weist man der Variablen den Wert = = 1 zu, so geht die Aussageform {iiber in die
Aussage 1 — 5+ 6 = 0, was offensichtlich als Wahrheitswert “falsch” hat. Weist
man der Variablen hingegen den Wert = = 2 zu, so ergibt sich die wahre Aussage

4—-104+6=0.
Zuriick zur Aufgabe

e Die mathematiche Kurzschreibweise fiir “10 ist Teiler von z” lautet 10|t (“Zehn teilt
z”). Da es sich bei der Aussage um eine Folgerung (“Implikation”) handelt, kann also

geschrieben werden:
0l = 2z

Zuriick zur Aufgabe

e Die beiden Aussagen lassen sich nur mit einer Implikation sinnvoll verkniipfen. Jedes
Quadrat hat vier gleich groke Innenwinkel. Umgekehrt ist jedes Viereck mit vier
gleich grofsen Innenwinkel zwar ein Rechteck, aber nicht zwingend ein Quadrat.

Zusammengefasst gilt also:

A = A

Wird die zweite Aussage um den Zusatz “und es hat gleich lange Seiten” erginzt,
so sind die erste und die zweite Aussage dquivalent zueinander. In diesem Fall kann

man also schreiben:
Al = AZ,neu

Zuriick zur Aufgabe

e — Beieiner UND-Verkniipfung miissen beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein,
damit ihr Wahrheitswert “wahr” ist (die Aussage also zutrifft). Demnach wére
es bei der Anweisung “Rauchen UND Umgang mit offenen Licht ist verboten!”
aus rein logischer Sicht immer noch erlaubt, entweder zu rauchen oder Umgang
mit offenem Licht zu haben; es darf nur nicht beides zugleich eintreten. In
der Praxis ist es allerdings wohl auch bei einer derart schlampig formulierten

Warnung empfehlenswert, sicherheitshalber beides zu unterlassen...
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— Bei dem wohl eher in Kneipen anzutreffenden Wandspruch “drink OR drive”
sollte es wohl eher “drink XOR drive” heifsen, denn so gilt die ODER-
Verkniipfung fiir die Félle “not drink and drive” und “drink and not drive”,
allerdings auch fiir “drink and drive”. Insbesondere vor letzterem ist aber drin-
gend abzuraten...

Wihrend des Studiums hiefs es bei uns daher: “Don’t drink and d(e)rive!” ;-)

Zuritick zur Aufgabe

Durch eine Adjunktion der Aussagen A; : 1 <2 und Ay : 1 = 2 entsteht die Aussa-
ge 1 < 2. Die Aussage A; ist wahr, die Aussage A, hingegen ist falsch. Die ODER-
Verkniipfung beider Aussagen ist wahr (da zumindest eine der beiden Teilaussagen
wahr ist).

Zuriick zur Aufgabe

Durch eine Konjunktion der Aussagen A; : 134 ist durch 2 teilbar. und A,
134 ist durch 3 teilbar. entsteht die Aussage 134 ist durch 2 und 3 teilbar.? Die
Aussage A; ist wahr, die Aussage A, hingegen ist falsch. Die UND-Verkniipfung
beider Aussagen ist falsch (die nicht beide Aussagen zugleich wahr sind).

Zuriick zur Aufgabe

Die Antivalenz der beiden Aussagen ergibt die Aussage “Der Zug féahrt entweder
nach Hamburg oder Berlin”. Ob der Wahrheitswert dieser Gesamt-Aussage wahr
oder falsch ist, hdngt selbstverstandlich vom jeweiligen Zug ab. Wir kénnen al-
lerdings 0.B.d.A. annehmen, der Zug sei intakt und habe nur genau diese zwei
Fahrt-Optionen: Dann trifft stets genau eine der beiden Aussagen zu (niemals kei-
ne, niemals beide zugleich).

Zuritick zur Aufgabe

Die Implikation beider Aussagen liefert die Gesamt-Aussage “Wenn die Erde ein
Wiirfel ist, dann ist die Sonne eine Pyramide.” Beide Teil-Aussagen sind falsch, die
Implikation hingegen richtig (da eine Folgerung aus einer falschen Aussage definiti-
onsgeméfk stets wahr ist).

Zuriick zur Aufgabe

Die Adjunktion (ODER-Verkniipfung) einer wahren und einer falschen Aussage (im
Computer-Bereich: “Bedingung”) ist stets wahr; die Gesamt-Aussage ergibt somit
den logischen Wert “wahr”.

Zuriick zur Aufgabe
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Losungen zur Mengenlehre

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Mengenleh-
re.

e Eine Vereinigungsmenge enthélt alle Elemente, die zu (mindestens) einer der beiden
Teilmengen gehoren. Fiir M; U M, ergibt sich im gegebenen Fall somit:

M; UMy ={a, b, ¢, d} U{b, ¢, d, e, f} ={a, b, ¢, d, e, f}

Zuriick zur Aufgabe

e Eine Schnittmenge enthilt alle Elemente, die gleichzeitig zu beiden Teilmengen ge-
horen. Fiir M; N M, ergibt sich in den einzelnen Fall somit:

a){1,2, 3,4} n{2, 4, 6,8, 10} = {2, 4} b) {a, b, ¢, d} N {m, n, 0, p, q} =0

) {2, 4, 521N {3 V9, 7} = {3} d) {z|z<5}n{x|z>3}
={z|3 <z <5}

Zuriick zur Aufgabe

e Als Differenzmenge M \ M, ergibt sich fiir diese beiden Mengen:
M; \ M, ={1,2,3,4,5,6}\{4,5,6,7,8,9, 10} ={1, 2, 3}
My \M,; ={4,5,6,7,8,9, 10} \ {1, 2, 3,4, 5,6} ={7,8,9, 10}
Es ist somit offensichtlich (M \ M) # (M, \ My).
Zuriick zur Aufgabe

Abbildungen und Funktionen

Die folgenden Losungen beziehen sich auf auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Abbil-
dungen, Funktionen, Relationen und Operationen.

e Die Abbildung kann als Teil der Produktmenge M; x M, aufgefasst werden; be-
zeichnet man diese Teilmenge als F', so gilt:

F={(1;6), (1;8), (3; 7), (5 9)}

Die Abbildung ist keine Funktion, da das Element 1 aus der Menge M nicht ein-
deutig auf ein Element der Menge M abgebildet wird.

Zuriick zur Aufgabe
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Losungen zur Arithmetik

Grundrechenarten und Rechenregeln

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Grundre-
chenarten und Rechenregeln.

a) Durch Addition beziehungsweise Subtraktion kénnen nur gleichartige Terme zu-
sammengefasst werden (beispielsweise ergibt a +a+a = 3 - a, a + b + ¢ ldsst sich
hingegen nicht weiter vereinfachen). Im konkreten Fall miissen zunéchst die Klam-
mern aufgeldst werden:

3-a—2-b—(6-a+3-0)—(—3-a—4-b)
=3-a—2-b—6-a—3-b + 3-a+4-D

Hierbei wurde beriicksichtigt, dass ein Minus-Zeichen vor einer Klammer das Vor-
zeichen aller Terme innerhalb der Klammer vertauscht. Nun kénnen die einzelnen
Vielfachen von a- beziehungsweise b sortiert und zusammengefasst werden. Man
erhilt damit

3-a —2-b—6-a — 3-b+3-a+ 4-b
=3-a—-—6-a+3-a — 3-0—-—2-0+4-D=-0b

Das Sortieren der einzelnen Summanden ist optional und wird meist nicht explizit
geschrieben; im obigen Beispiel wurden die Terme nur zwecks der besseren Uber-
sichtlichkeit explizit sortiert.

b) Um Terme miteinander zu multiplizieren, multipliziert man einerseits die Koef-
fizienten (mit ithren Vorzeichen) sowie die Variablen miteinander. Im konkreten Fall
ergibt sich damit:

a2 b

5-a-b-(—2)-b2-c-

1
:5'(—2)'5-a~a2-b2~b-c-02:—5~a3'b3~c3

N | —

Ebenso wie bei der Multiplikation von Zahlen konnen somit auch Produkte von
gleichartigen Variablen zu Potenzen zusammengefasst werden.

Zuriick zur Aufgabe

Bruchrechnung

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Bruchrech-

nung.
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e Bei der Angabe eines Definitionsbereichs muss sichergestellt werden, dass der Nenner
eines Bruchterms nicht Null wird. Konkret muss also gelten:

5-a—3
a) ¢ = 4-a#40 <= a#0
4-a
2 4-b
b)—Zf7 = b-T#0 < b#AT
8
d(c—2 — 92
Vg9 oy T F0mde=2#0 = cFSAc
2. : 1
d) CgJ.rdi +d 1+ = d*> -1 <= keine Einschrinkung notig!

In Teilaufgabe d) wurde die Tatsache genutzt, dass das Quadrat einer Zahl stets
positiv ist.

Zurick zur Aufgabe

e a) Die beiden Bruchterme haben den gleichen Nenner; folglich lassen sich ihre Zahler
unmittelbar zusammenfassen:
8-a—-3-b 5-a—-6-b 8-a—-3-b—-(5-a—-6-b) 3-a+3-b
- 2= a? — b? a2 -2
Im Zéhler kann nun 3 als gemeinsamer Faktor ausgeklammert werden; der Nenner
kann als binomische Formel geschrieben werden. Damit ergibt sich:

3-a+3-b  3-(a+Db) 3

a2—b  (a+b)-(a—b) a—b

Im letzten Rechenschritt wurde der gemeinsame Faktor (a + b) gekiirzt.

e b) Beidem Produkt der beiden Bruchterme kann der Faktor (c—d) gekiirzt werden;
ebenso kann der verbleibende Zéhlerterm (c + d) gegen das Quadrat dieses Terms
im Nenner gekiirzt werden. Damit ergibt sich:

ctd (c—d) (ctd)-fe—d] c+d 1
c—d (c+d)? (c—dJ-(c+d)? (c+d)? c+d

e ¢) Dividieren heift mit dem Kehrbruch multiplizieren. Damit ergibt sich:
8-e*-f 4d-e-f 8-€-f 6-g° h?
3-g-h 6-g%-h? o 3-g-h 4-e-f
Dieses Produkt enthilt sowohl im Zahler wie auch im Nenner ausschliefslich Pro-
dukte; die einzelnen Faktoren kénnen somit folgendermalfsen gekiirzt werden:

8'62'f'6'g2'h2_2‘2'62'92'}12
3-g-h-4d-e-f e-g-h
Zurtick zur Aufgabe

—4d-e-g-h
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Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Potenzen,
Wurzeln und Logarithmen.

a) Die Wurzel kann folgendermafen umgestellt werden:
Y16 =167 = (Y16)° = 43 = 64

b) Beim Quadrieren eines Produkts werden alle Faktoren einzeln quadriert, es gilt
also (a - b)¢ = a°- b°. Man erhilt damit:

(5-v2)2=5-v2 =25-2 =50

¢) In der Darstellung als allgemeine Potenz ergibt sich fiir die Wurzel:

(V1) =1

N

=72 =49

¢) Auch in diesem Fall ist eine Darstellung der Wurzel als allgemeine Potenz hilf-
reich. Mit dem Zusammenhang (a®)¢ = a”¢ ergibt sich:

Vs = (@® - bY)i = a®i bt

PN

6'b3

e) Der Term lésst sich vereinfachen, indem man die einzelnen Wurzeln schrittweise
“zusammenzieht”:

6/7.\/7.\3/7:i/?-\/\g/ﬁ—.:\3/7.§/ﬁ:\3’/7'e/ﬁ:€/m:%

Im ersten Schritt wurde fiir der Faktor 7 durch den gleichwertigen Ausdruck v/73
ersetzt und damit das Produkt der Wurzeln v/7° - /T zu einer Wurzel v/73 - 7 zu-
sammengefasst. Dadurch konnte die Quadrat- und die innere Kubikwurzel als eine
einzige Wurzel geschrieben werden. Ein dhnliches Vorgehen wurde dann nochmals
angewendet.

Eine alternative, vielleicht iibersichtlichere Schreibweise erhilt man, wenn man die
einzelnen Wurzeln als allgemeine Potenzen darstellt:

{frvrvi=(r <7.7;)%)5 (r (73)5);’ ~ (7 7Y = (rh) o

f) Zuné#chst kann man das Minus im Exponenten beseitigen, indem man Z&hler und

Nenner vertauscht:
, —6 6
ANNAL
V6 V3
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Fiir eine weitere Vereinfachung ist es empfehlenswert, die Wurzeln als allgemeine
Potenzen darzustellen und den Zusammenhang (a®)¢ = a”¢ zu nutzen:

6 N\ 6
V6 _(6:) _6=°_6°
V3) \3i) ke 3

D=

Zuriick zur Aufgabe

Losungen zur elementaren Algebra
Gleichungen

Lineare Gleichungen

Die folgenden Lésungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Lineare
Gleichungen.

e Zur Losung der Gleichung empfiehlt es sich, beide Seiten der Gleichung mit dem
Hauptnenner 2 - 3 = 6 der auftretenden Terme zu multiplizieren.

10 - . .
0 x+3_5:11_3 x—|—4_2 T+ 6
3 2 3
10-2+3 3-z+4 2-x+6
6-({———5)]=6-(11— —
(5 mo (-5 - 257)

Multipliziert man die Klammern aus, so konnen die auftretenden Briiche durch
Kiirzen beseitigt werden. Man erhélt dadurch:

2.(10-243) — 30=66—3-(3-24+4)—2-(2-2+6)

Die Gleichung kann durch ein Ausmultiplizieren der Klammern weiter vereinfacht
werden:

20rx+6 —30=66—-9-2—-12—-4-2—-12

Zum Auflésen werden alle z-Terme auf eine Seite der Gleichung, alle anderen Terme
auf die andere Seite der Gleichung gebracht. Damit folgt:

20cx+13-2=66—24+24
332 =066
=2
Die Losung der Gleichung lautet somit z = 2.

Zuriick zur Aufgabe
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Quadratische Gleichungen

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Quadrati-
sche Gleichungen.

e a) Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (“Mitternachtsformel”) liefert
fiir die gegebene Gleichung 22 —6-2+8=0mita=1,b= -6 und c = &:

btV —4-a-c +6++36—-4-8 6+2
= 5 =

2= 2-a 2
Somit ergeben sich folgende Losungen:
6—2 6+ 2
1T 2T

Die Losungsmenge der Gleichung lautet somit L = {2; 4}.
e b) Zum Lésen der Gleichung 3 - 2% +4 -2 — 15 = 0 sind in die “Mitternachtsformel”

die Werte a = 3, b = 4 und ¢ = —15 einzusetzen. Man erhélt damit:
~b+Vb2—4-a-c —4+./16—4-3-(—15) —44+/196
Il’Q = = =
2-a 6 6
Die Wurzel /196 ergibt den Wert 14. Als Losungen erhélt man damit:
=4 -14 5 _—4+14 5
nETe T T T3

Die Losungsmenge der Gleichung lautet somit L = {—3; g .

Zurick zur Aufgabe

e Der Satz von Vieta ist insbesondere dann niitzlich, wenn eine quadratische Gleichung
der Form 1- 2%+ b -z + ¢ = 0 vorliegt und b sowie ¢ ganze Zahlen sind.

Man priift dann als erstes, durch welche Produkt zweier Zahlen sich die Zahl ¢
darstellen ldsst. Im Fall ¢ = 20 ergeben sich folgende M&glichkeiten:

20=20-1

=10-2

=5-4
Ebenfalls moglich sind die Produkte (—20) - (—1), (=10) - (=2) und (=5) - (—4).
Eine dieser drei beziehungsweise sechs Moglichkeiten gibt die beiden Losungen der

Gleichung an.

Um zu priifen, welche der obigen Moglichkeiten die Gleichung 16st, bildet man die
Summen der einzelnen Wertepaare:

20+1=21
10+2 =12
5+4=9
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Das “richtige” Wertepaar erkennt man daran, dass die Summe einen Wert ergibt,
der mit dem Wert von (—b) identisch ist. In dieser Aufgabe ist b = —9, also ist
(—=b) = 9. Die Losung der Gleichung lautet somit:
r1=4 ; x9=05
Als Produktform lésst sich die Gleichung damit wie folgt schreiben:
2 -9.-24+420=0 <= (v—4) - (v—-5)=0

Zuritick zur Aufgabe

Algebraische Gleichungen

Die folgenden Lésungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zam Abschnitt Algebraische
Gleichungen hoheren Grades.

e Existiert die Losung x; = 3, so kann der Gleichungsterm in ein Produkt aus dem
Linearfaktor (z — 3) und einem Restterm zerlegt werden. Dieser kann mittels einer
Polynom-Division ermittelt werden; es muss also folgende Rechnung durchgefiihrt
werden:

(2 —6-2—1-24+30): (z —3) =7

Als erstes priift man, mit welchem Faktor x zu multiplizieren ist, um 22 zu erhalten;
als Ergebnis kann man x? auf die rechte Seite schreiben. Das Produkt aus 22 - (z — 3)

muss dann vom urspriinglichen Term abgezogen werden. Man erhélt:

(2 —6-2* —1-z +30):(z—3)=2a*+7
3

—3-22 —1-x +30

Als néchstes ist also zu priifen, mit welchem Faktor x zu multiplizieren ist, um —3- 22
zu erhalten; als Ergebnis kann man wiederum —3 - z auf die rechte Seite schreiben.
Das Produkt aus —3 - x - (x — 3) muss vom verbleibenden Term abgezogen werden.
Man erhélt:

(23 —6-22 —1-2 +30):(z—-3)=2>-3-2+7
—(2® —3-2?)

—3-22 —1-2 +30
—( =3-2* 49-2)

—10-x +30

295



Um den verbleibenden Term zu erhalten, muss (z — 3) mit dem Faktor (—10) mul-
tipliziert werden. Man erhélt also:

(3 —6-22 —1-z +30) :(x—3)=22-3-2—-10
3

—3-22 —1-xz 430
—( =3-2* 49-x2)

—10-2 430
—( =10z +30)

0

Der bei der Polynomdivision verbleibende Rest-Term ist also 2% —3-x—10. Setzt man
diesen Term gleich Null, so kann man die verbleibenden Losungen der urspriinglichen
Gleichung berechnen:

2—-3.2-10=0

Diese quadratische Gleichung kann wahlweise mittels der Mitternachtsformel oder
(in diesem Fall wohl einfacher) mittels des Satzes von Vieta gelost werden. Man
erhalt:

1’2:—2 1‘3:5

Die Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung lautet somit L. = {—2; 3; 5}.
Zuritick zur Aufgabe

a) Die Gleichung 2 - 2% —5- 2% — 12 -z = 0 enthélt auf der linken Gleichungs-Seite
keinen Zahlenterm; es kann somit x ausgeklammert werden:

2.3 -5.22-12-2=0
=z-(2-2°-5-2—-12)=0

Man erhalt damit unmittelbar x; = 0 als erste Losung der Gleichung. Die iibrigen
Losungen erhélt man, wenn man den Restterm gleich Null setzt (denn ein Produkt
ist stets dann Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist):

2-2°—5.2-12=0
Mittels der “Mitternachtsformel” erhélt man mit a = 2, b = —5 und ¢ = —12:

b+ VP —4d-a-¢c  +5E\/25—4-2-(—12)  +5+ 121

e = 2-a 1 1
Die Wurzel v/121 ergibt den Wert 11. Als Lésungen erhélt man damit:
x—+5_11——§ $_+5—|—11_4
T T2 T

Die Losungsmenge der Gleichung lautet also L = {—3; 0; 4}.
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e b) Die Gleichung z* — 13 - 22 + 36 = 0 enthélt auf der linken Seite nur z-Terme
mit geraden Exponenten; man kann daher 22 durch eine neue Variable z ersetzen
(“Substitution”). Fiir diese neue Variable ergibt sich folgende Gleichung:

2 —13-2+36=0

Diese quadratische Gleichung kann wahlweise mittels der Mitternachtsformel oder
(in diesem Fall wohl einfacher) mittels des Satzes von Vieta gelost werden. Man
erhalt:

21:4 22:9

Die urspriingliche Gleichung hat hochstens vier Losungen, da der grofite auftretende
Exponent gleich vier ist. Diese Losungen ergeben sich mit den obigen Losungen fiir
z folgendermalsen:

ZEiQ =4 < T12 = :l:\/z

I§’4 =9 < T34 = :l:\/g
Man erhilt damit als Losungen xy = —2, 29 = +2, x3 = —3 und x4 = +3. Durch
Einsetzen dieser Werte in die urspriingliche Gleichung kann /muss gepriift werden, ob
es sich tatsichlich um Lésungen der urspriinglichen Gleichung handelt, da durch das

Quadrieren beziehungsweise Wurzelziehen (keine Aquivalenzumformung!) “Schein-
l6sungen” entstehen konnen.

Da die obigen Werte tatsdchlich die Gleichung erfiillen, ergibt sich als Losungsmenge
der Gleichung L = {-3; —2; 2; 3}.

Zuriick zur Aufgabe

Bruch-, Produkt- und Wurzelgleichungen

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Bruch-,
Produkt- und Wurzelgleichungen.

Bruch- und Produktgleichungen

e Bei der Gleichung handelt es sich um eine Produkt-Gleichung; fiir den Definitions-
bereich gilt D = R, es diirfen also alle reellen Zahlen fiir x eingesetzt werden.

Um die Gleichung zu l6sen, ist es hilfreich, alle die Variable x beinhaltende Terme
auf die linke Seite zu sortieren. Dadurch erhélt man:

3-x-(r—5)=6-(r—>5)
3-z-(x—=5)—6-(x—5)=0
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Auf der linken Seite kann nun der Term (z — 5) ausgeklammert werden. Daraus
ergibt sich:

(3-x2—6)-(xr—5)=0
Ein Produkt hat genau dann den Wert Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Die
Gleichung ist somit in den folgenden beiden Féllen erfiillt:
3-2—6=0 <<= =2
r—0=0 <= z=5
Die Losungsmenge der Gleichung ist somit L = {2; 5}.

Hinweis: Wiirde man im ersten Schritt durch (z —5) dividieren, so bliebe nur noch
die Losung x = 2 {ibrig. Bei einer Division einer Gleichung durch einen Term muss
also stets darauf geachtet werden, dass dieser Term ungleich Null ist; gegebenenfalls
muss eine Fallunterscheidung vorgenommen und dieser Fall — im obigen Beispiel
xr = 5 — separat untersucht werden.

Zuriick zur Aufgabe

Bei Bruchgleichungen muss ausgeschlossen sein, dass die Nenner der auftretenden
Terme gleich Null werden; es muss also gelten:

2.24+10#0 <= 2z # —5und
4—-2.-2#0 <= x#2
Um die Gleichung zu l6sen, ist es empfehlenswert, beide Seiten der Gleichung mit

dem Hauptnenner (2-2+10)-(4—2-z) zu multiplizieren. Nach dem Kiirzen entfallen
dadurch die Nenner:

3-2+13 4-3-1
2-x+10 4-2-x
(2-2+T10)-(4—2-2)-(3-2+13) (4—3-2)-(2-2+10)- (4277
2. 2+10 B 427

= (4—2-2) (3-2+13)=(4—3-2) (2 2+ 10)

Um diese Gleichung weiter zu vereinfachen, miissen die Terme auf beiden Seiten aus-
multipliziert werden, denn ansonsten wére ein Sortieren der Gleichung in Variablen-
Terme und reine Zahlen-Terme nicht moglich. Man erhélt:

12-2452-6-2°—26-2=8-24+40—6-2°—30-x
—6-2* —14-2+52=—6-2"—22-2+40
Sortiert man nun alle x-Terme auf die linke und alle {ibrigen Terme auf die rechte

Seite, so entfillt der quadratische Term. Ubrig bleibt eine lineare Gleichung mit
folgender Ldsung:

8-z = —12
3

r = —=
2

Die Losungsmenge der Gleichung ist somit L = {—% .

Zuriick zur Aufgabe
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Wourzelgleichungen

e Betrachtet man (ohne jegliche algebraische Umformung) den Definitionsbereich der
Gleichung, so stellt man fest, dass dieser der leeren Menge () entspricht: Es gibt
ndmlich keinen Wert fiir die Variable z, so dass die beiden Bedingungen x — 5 > 0
und 2 —x > 0 gleichzeitig erfiillt sind. Da dies nicht mdoglich ist, kann die Gleichung
folglich fiir keine reelle Zahl x € R erfiillt werden.

Zuritick zur Aufgabe

e a) Die Definitionsmenge ergibt sich, da reellwertige Wurzeln nicht negativ sein
diirfen, aus folgenden Ungleichungen:

Ve+1>20 <— z>-1
r—5>0 < x>5
Da beide Bedingungen zugleich gelten miissen und die zweite Bedingung = > 5 die

erste Bedingung x > —1 hinreichend mit einschlieft, gilt fiir den Definitionsbereich
der Gleichung D = [5; oo].

Um die Gleichung zu losen, konnen die Terme auf beiden Seiten in einem ersten
Rechenschritt quadriert werden. Man erhélt hierbei:

r+1=(z—5)?

Diese Gleichung entspricht nun einer quadratischen Gleichung. Um sie zu losen,
werden alle Terme auf die linke Seite sortiert und anschliefsend Klammer der qua-
dratische Term (z — 5)? ausgewertet:

(r—5? —2-1=0

(22 =10-2+25) —2—1=0
Da in der resultierenden Gleichung alle Operatoren die gleiche Prioritdt haben und
vor der Klammer kein Minuszeichen steht, konnen die Klammern weggelassen wer-

den. Die z-Terme sowie die Zahlenwerte kénnen noch folgendermafen zusammen-
gefasst werden:

22—11-24+24 =0

Diese Gleichung kann beispielsweise mit der Losungsformel fiir quadratische Glei-
chungen gel6st werden. Mit a = 1, b = —11 und ¢ = 24 erhéilt man:

bV —4d-a-c 11-121—4-24 11—-+/25

= :3
ml 2 a 2.1 2
—b+vb?:—4-a-¢c 11+/121—-4-24 11+ /25
aj’lz = = :8
2-a 2-1 2
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Man konnte nun annehmen, dass die Losungsmenge gleich I = {3; 8} ist — doch das
ist falsch! Die Definitionsmenge D = [5; oo[ der urspriinglichen Gleichung schlieft die
Losung x1 = 3 der spiteren quadratischen Gleichung aus. Der Grund fiir das Hinzu-
kommen der “Scheinlésung” liegt im ersten Rechenschritt, ndmlich dem Quadrieren
beider Seiten der Gleichung. Da diese Umformung keine Aquivalenz-Umformung ist,
konnen — wie in diesem Beispiel — weitere Losungen hinzukommen.

Neben einem Blick auf den Definitionsbereich schlieft auch ein Einsetzen der erhal-
tenen Losungen in die urspriingliche Gleichung die Scheinlésung x; = 3 aus. Die
Losungsmenge lautet also L = {8}.

b) Der Definitionsbereich dieser Gleichung muss folgende beide Bedingungen erfiil-
len:

-2
1

3:x+7>20 <= «x
2—2-2>20 <— =«

IA IV
W=

Der Definitionsbereich D der Gleichung entspricht somit dem Intervall [—2%; 1].
Durch ein Quadrieren der Gleichung ergibt sich:

(mf: (2-2.2)

3-x+7=4—-8 -x+4-2°

Durch das Quadrieren wird die Wurzelgleichung somit zu einer quadratischen Glei-
chung. Durch ein Sortieren der einzelnen Terme auf die linke Gleichungsseite kann
diese auf Normalform gebracht werden:

4.22-11-2-3=0

Mittels der “Mitternachtsformel” kann diese Gleichung gelost werden, wenn man fiir
a=4,b=—11 und ¢ = —3 setzt:

btV —4d-a-c H11+4/121—4-4-(=3)  11+£+/169
B 2-a B 8 8

T1,2

Die Wurzel /169 ergibt den Wert 13. Als Losungen erhélt man damit:

11-13 1 C1+13
s 1 T g =

3

T =

Nur die Losung x; ist im Definitionsbereich D) der Gleichung enthalten, z5 hingegen
stellt eine durch das QQuadrieren der Gleichung entstandene Scheinlésung dar. Die
Losungsmenge der Gleichung lautet somit I = {—}l}.

Zuriick zur Aufgabe
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Exponential- und Logarithmusgleichungen

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Exponential-
und Logarithmusgleichungen.

e a) Die Gleichung kann gelost werden, indem beide Seiten logarithmiert werden:
3" =12
= log (3%) = log (12)

Die Wahl des 10-er-Logarithmus war /ist hierbei willkiirlich. Nun kann allerdings die
Rechenregel log, (b°) = ¢ - log, b genutzt werden (siehe Rechenregeln fiir Logarith-
men), so dass sich folgende Gleichung ergibt:

x -log (3) = log 12
_ log (12)
- log (3)

Die Gleichung gilt also fiir z =~ 2, 262.

~ 2,262

e b) Die Gleichung kann gelost werden, indem beide Seiten auf die gleiche Basis
gebracht werden. Auf der rechten Seite der Gleichung nédmlich 4 = 22 gesetzt werden:

22-x+2 — 43-.%715

92w+2 _ (22) 3-z—15

Diese Umformung hat den Vorteil, dass nun die Rechenregel (ab)c = a”¢ angewendet
werden kann:

22-m+2 — 22- (3-z—15)

22':(:-5—2 — 26-x—30

Sind die Basen auf beiden Seiten der Gleichung identisch, so miissen auch die Ex-
ponenten gleich sein. Es muss also gelten:

2-2+2=6-2—-30
4.0 =232
r =28
Die Gleichung hat somit die Lésung x = 8.

Zuriick zur Aufgabe

e a) Die Definitionsmenge der Gleichung ist D = {z |z > 0, = # 1}.

Gemak der Definition eines Logarithmus kann die Gleichung auch wie folgt geschrie-
ben werden:

log, (125) =3 <= 2°=125
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Zieht man bei der Gleichung auf der rechten Seite die dritte Wurzel, so erhilt man:
=125 =45

Unter Beriicksichtigung der Definitionsmenge lautet die Losung somit L = {5}.

e b) Um die Gleichung zu 16sen, werden zunéchst beide Seiten der Gleichung als Expo-
nenten zur Basis 5 geschrieben. Auf der linken Seite entfillt dabei wegen 5°%5% =
der Logarithmus:

logs (3-2—2)=4

= 3.x2—2="5"

3-2—2=0625
3.1 =627
xz = 209

Die Gleichung hat somit die Losung x = 209.
Zuriick zur Aufgabe

Ungleichungen

Quadratische Ungleichungen

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Quadrati-
sche Ungleichungen.

e Mittels des Satzes von Vieta kann man schnell ermitteln, dass die Gleichung 2% +
9.2+ 14 = 0 die Nullstellen x; = 2 und x5 = 7 besitzt; man kann die Ungleichung
also auch folgendermafen darstellen:

2 +9-r+14<0
—(x—-2)-(x—-7)<0
Die Ungleichung ist dann erfiillt, wenn einer der beiden Faktoren auf der linken

Seite gréfser Null und der andere kleiner Null ist. Mit dieser Fallunterscheidung
ergibt sich:

— Fir (z—2)>0und (z —7) <0:

r—2>0 und z2z—-7<0

z>2 und <7

Die Losungsmenge fiir diesen Fall ist somit L, = |2; 7[.
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— Fir (z—2) <0und (z —7) > 0:

r—2<0 und zz-—-7>0

r<2 und x>7

Die Losungsmenge fiir diesen Fall ist die leere Menge, also Ly = ().

Die Gesamt-Losungsmenge ist gleich der Vereinigungsmenge beider Fille; es ist so-

Zurick zur Aufgabe

Betragsungleichungen

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Betragsun-
gleichungen.

e Der Term |z — 1| ist, sofern z > 1 ist, identisch mit x — 1, andernfalls identisch mit
—(z — 1). Mit dieser Fallunterscheidung ergibt sich:

— Firz > 1:

r—1<4 <«<— zx<5

Die Losungsmenge fiir diesen Fall ist somit L, = [1; 5[.

— Fir z < 1:

—(r—1)<4 +— —x<3 <<= z>-3

Die Losungsmenge fiir diesen Fall ist somit Lo = |— 3; 1[.

Die Gesamt-Losungsmenge ist gleich der Vereinigungsmenge beider Fille; es ist so-

Zuriick zur Aufgabe

Lineare Gleichungssysteme

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Lineare
Gleichungssysteme.
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e Multipliziert man die zweite Gleichung (II) mit dem Faktor 2, so nehmen die Koef-
fizienten in der z;-Spalte die gleichen Werte an:

(I) 4'LL’1+2'Z’2: —6
(II) 2'1’1—3'.’132

I
|
J

:>(I) 4-214+2-29= —6

Subtrahiert man nun beide Gleichungen voneinander, so bleibt die erste Zeile un-
verdndert, wihrend die zweite Zeile durch die Differenz aus der ersten und zweiten
Gleichung ersetzt wird.

ﬁ(l) 4-214+2 -29=-—6
(1—11) - 0+8 2y =+8

Die zweite Zeile stellt nun eine Gleichung mit nur einer Unbekannten dar; beim
Auflésen dieser Gleichung erhilt man das Ergebnis xo = 1. Setzt man diesen Wert
fiir x5 in die Gleichung [ ein, so erhélt man fiir die andere Unbekannte:

4-2142-2=—-06 <<= 4-131=-8 <= 11=-2

Das Gleichungssystem hat somit die Losung L = {(—2; 1)}.
Zurtick zur Aufgabe

e Bezeichnet man die Anzahl an Sitzen, die der erste Spieler gewonnen hat, mit x;
und entsprechend die Anzahl der vom anderen Spieler gewonnenen Sitze mit x5, so
entspricht das Rétsel folgendem linearen Gleichungssystem:

Ty —1=29+1
Dieses Gleichungssystem kann beispielsweise dadurch gelést werden, indem man die

zweite Gleichung nach x; auflost; man erhélt dadurch z; = x5+ 2. Setzt man diesen
Ausdruck fiir z5 in die erste Gleichung ein, so erhélt man:

(o +2)+1=2-(x2—1)
I’2+3:2$2—2)
To = 5
Der zweite Spieler hat somit insgesamt 5 Sitze gewonnen, der erste wegen der Be-

ziehung r1 = x9 + 2 insgesamt 7 Sétze.

Zuritick zur Aufgabe
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e a) Ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Unbekannten hat
genau dann eine Losung, wenn es bei Betrachtung von nur zwei der drei Gleichungen
eine Losung hat und diese auch fiir die dritte Gleichung gilt.

(I): 2-21+8- 1= 4
(1) : —5-x1+4-29= 20
(IT) : 7T-x1+4-29=-16
Es geniigt also, zunéchst beispielsweise folgendes Gleichungsystem zu betrachten:
(1) : 2-21+8 - x9= 4
(II) : —5-x1+4-29=20

Multipliziert man die zweite Gleichung mit dem Faktor 2, so kann man diese von
der ersten Gleichung subtrahieren, um das Gleichungssystem auf eine Gleichung mit
nur noch einer Unbekannten zu reduzieren:

(I) : 221 +8 - w9= 4
(211) —10’.T1+8'ZL’2:40
(I-2-1I): 12 -2, = —36
Diese Gleichung liefert z; = —3 als Ergebnis. Setzt man diesen Wert fiir z; in die

erste Gleichung ein, so erhélt man fiir x,:
2-(-3)+8-29= 4
829 =10
xo= 1,25

Nun ist zu priifen, ob auch die dritte Gleichung durch die Variablen-Werte z; = —3
und x, = 1, 25 erfiillt wird:

7-(=3)+4-(1,25) = —16
—21+5=-16 v

Die gefundene Losung erfiillt auch die dritte Gleichung. Das Gleichungssystem hat
somit eine eindeutige Losung, und zwar L = {(—3; 1,25)}.

e b) Wiederum betrachtet man zunéchst nur zwei der drei Gleichungen. Multipliziert
man beispielsweise die dritte Gleichung mit 4 und addiert sie zur zweiten, so erhilt
man eine neue Gleichung, die nur die Variable z; als Unbekannte hat:

(1) : 521 —4-29= —2
(4-1I1) - —8-z1+4-29=—-16

(IT+4-11): -3z =18

Aus dieser Gleichung folgt z1 = 6. Setzt man diesen Wert fiir z; in Gleichung (II)
ein, so erhélt man fiir x,:

5.6—4-15= —2
= X9 = 8
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Nun ist zu priifen, ob auch Gleichung (I) durch die Variablen-Werte z; = 6 und
Ty = 8 erfiillt wird:

—3-6+7-8=15
—18 +56 =15
38=15 7

Die gefundene Losung erfiillt zwar die zweite und dritte, nicht jedoch die erste
Gleichung. Das Gleichungssytem ist somit nicht l6sbar, die Losungsmenge ist also
die leer: L = {}.

Zuritick zur Aufgabe

Bei einem Gleichungssystem mit drei Unbekannten und nur zwei Gleichungen stellt
die dritte Variable einen frei wiahlbaren Parameter dar; das Gleichungssystem kann
folglich nur in Abhéngigkeit dieser Variablen gelést werden.

Im konkreten Fall soll das Gleichungssystem in Abhéngigkeit von der Variablen z3
gelost werden. Hierzu sortiert man diese als erstes auf die rechte Seite des Glei-
chungssystems (so, als ob es sich dabei um einen gewdhnlichen Zahlenwert handeln
wiirde). Man erhilt:

(I) : Loy +2-29=—6—-2-x3
(I): =12y +2-290= 441 x5

Dieses Gleichungssystem kann man beispielsweise 16sen, indem man die zweite Glei-
chung von der ersten subtrahiert. Man erhilt dann als Gleichung fiir x;:

I-1): 2.z — —10—3- 3
= ) — — 5-1,5-13

Somit ist x; in Abhéngigkeit von x3 bestimmt. Setzt man diesen Ausdruck fiir x,
in die zweite Gleichung ein, so erhélt man fiir xo:

—1-(=5—-1,5-23)+2-29= 4+1-x3
454+ 15 a3+ 2 ma= 4+1- 2y
2. xy = —1—0,5 13
o =—0,5—0,25" 23

Die Losungsmenge des Gleichungssystems in Abhéngigkeit von x3 lautet somit I =
{=5—-1,5-23; —=0,5—0,25- 23}.

Zuriick zur Aufgabe
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Losungen zur elementaren Geometrie

Stereometrie

Die folgenden Lésungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Stereome-

trie.

e Das Volumen einer Kugel mit Radius r = g = 0,5 um betragt:

4 4
VTropfen = g CT T3 = g ST (0,5 . 10_6 m)3 ~ 5, 236 - 10_19 m3
Das insgesamt verspriihte Volumen betriigt Vyes = 5ml = 5-107dm?® = 5- 1075 m?,
weil 1dm = 55 m ist und somit 1dm?® = (& m)3 = 1073 m3. Fiir die Anzahl n der
entstehenden Tropfchen ergibt sich somit:
Vees 5-10%m

~9,55- 10"

" Viroptn 5,236 - 10-19 m3

Es entstehen somit knapp 10'® Tropfchen — also knapp 10 Billionen!
Zuriick zur Aufgabe

Losungen zur Analysis

Eigenschaften von Funktionen

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Figenschaf-
ten von Funktionen.

Stetigkeit

e Eine Funktion f(x) ist genau dann an einer Stelle x, stetig, wenn dort ihr linksseiti-

ger und ihr rechtsseitiger Grenzwert iibereinstimmen. Bei der stufenweise definierten
Funktion gilt fiir den linksseitigen Grenzwert an der Stelle o = 1:
. T 2\
xl—lgclof(x) = $101£n>1 (1-2*)=0
x<x0 <1

Fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt:

Jim f(@) = lim (2 —1) =0
T>T0 z>1

)

Beide Grenzwerte stimmen iiberein und sind mit dem Funktionswert f(zo) an der
Stelle z identisch. Damit ist die Funktion f(z) an dieser Stelle stetig.

Zurick zur Aufgabe
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e Die Funktion f(x) = x% ist als Hyperbelfunktion an jeder Stelle aufer zo = 0 stetig.
An dieser Stelle ist die Funktion nicht definiert, somit kann an dieser Stelle auch
keine Aussage iiber ihre Stetigkeit getroffen werden.

Die Funktion f(z) ist also an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs und somit global
stetig.

Zuritick zur Aufgabe

Differentialrechnung

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Differenti-
alrechnung.

e Differenzierbarkeit setzt Stetigkeit voraus, jede an einer Stelle z, differenzierbare
Funktion ist somit an dieser Stelle auch stetig.

Die Umkehrung gilt jedoch nicht: Beispielsweise ist die Funktion y = |z| an der
Stelle zop = 0 zwar stetig (weil der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert sowie der
Funktionswert an dieser Stelle {ibereinstimmen), aber nicht differenzierbar (weil die
Steigungen unmittelbar links und rechts von xy nicht iibereinstimmen).

Zuriick zur Aufgabe

e Die Ableitung der Funktion f(z) = —%; mit ¢ € R kann mittels der Quotienten-

regel bestimmt werden. Mit fi(z) = ¢z und fo(x) = 22 — 2 gilt:
<f1(l“)>/ _ i) - folw) = fi(@) - fi(2)
fa(x) (fa(2))*
(e )@ =) —c-x-(2-2-0)
B (22 — c2)2
et = =2-coa? —ca = —c (P4 )
(x2 — c2)2 o (22 — c2)? o (22 — c2)2

Zuriick zur Aufgabe

Integralrechnung

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zam Abschnitt Integral-
rechnung.
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Integrationsmethoden

e Bei dieser Aufgabe entspricht die Variable x der Zeit ¢. Dies kommt bei physikali-
schen Aufgaben so hiufig vor, dass eigens die Notation f = 9L anstelle von f' = %

dt
eingefiihrt wurde.

Da die Zu- beziehungsweise Abflussmenge in den jeweiligen Zeitabschnitten kon-
stant ist, kann die im Waschbecken enthaltene Wassermenge sehr einfach berechnet
werden. Hierbei wird folgende Integralregel verwendet:

flz)=c¢c <= Fx)=c-x

Wendet man diese Regel an (mit ¢ anstelle von z als Variable) auf den konstanten
Volumenstrom V; an, so ergibt sich mit ¢y = 0 fiir die im Waschbecken enthaltene
Wassermenge am Ende des ersten Zeitabschnitts:

tl. .
/ Vi-dt = (V;-t)

to

ta . . 1
=Vi-ty =V -t =0,3--30s=9,01
S

t1

Der zweite Term V; - ¢, ergibt hierbei den Wert Null, da ¢y = 0 ist. Zum Zeitpunkt
t1 sind somit neun Liter Wasser im Waschbecken enthalten.

Im Zeitraum zwischen ¢; und ¢y ist der Zu- beziehungsweise Ablauf verschlossen
und somit der fliekende Volumenstrom gleich Null. Die im Zeitraum zwischen ¢,
und t3 abfliefende Wassermenge kann wiederum nach dem obigen Prinzip berechnet
werden; es muss lediglich das negative Vorzeichen des Volumenstroms beriicksichtigt
werden.

t: .
/51'/2-dt:(V2-t)
t

2

s . . ]
SVt — Vi ta =V (ts —ts) = —1,2— - (50 — 45)s = —6,01
S

t2

Die resultierende Wassermenge ergibt sich aus der Addition beider Integrale:
t1 . t3 .
Vgesz/ Vl-dt—k/ Vo-dt=(9,0—-6,0)1=3,01
to to

Unter den angegebenen Bedingungen werden zum Zeitpunkt f3 somit drei Liter
Wasser im Waschbecken sein.

Zurick zur Aufgabe

e Das Integral fol x - e” - dxr kann am Einfachsten mittels einer partiellen Integration
berechnet werden, indem man sich die gegebene Funktion in der Gestalt f(z) =
fi(x) - fi(z) denkt; hierbei soll fi(z) =z und fi(z) = e® gesetzt werden.

Fiir eine partielle Integration gilt allgemein:

/abfl(x) - fo(x) = (fl(l’) : fz(ac)) E — /abf{(x) fo() - dz
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Zur Berechnung des Integrals muss somit die Ableitung der Funktion f;(x) sowie
die Stammfunktion der Funktion fs(x) gefunden werden:

h@)=2z = filz) =1
frr) =€ = F(r)=¢"

1 1 1
/x-ex-dx:(x-e”ﬁ) —/1-ex-d:v
0 0 0

Das Integral foll - €” - dr kann unmittelbar als em‘é geschrieben werden, da die
Stammfunktion zu e” wiederum e” ist. Damit erhélt man fiir die obige Gleichung:

1
et dr = (1 - e*
/Oxe T (:Ee)o ,

(o))
= <(m—1)-62)

Die beiden Terme diirfen in der zweiten Zeile zusammen gezogen werden, da fiir
beide die gleichen Integrationsgrenzen gelten. Zur Auswertung miissen diese nun
noch eingesetzt werden. Damit erhdlt man:

/le'em'dl’:((1—1>'61>—<(0—1)'60>:1

Das Integral ergibt wegen ¢ = 1 somit den Wert 1.

Somit ergibt sich:

1 1

0

Zuriick zur Aufgabe

Losungen zur Linearen Algebra und analytischen Geometrie
Determinanten

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Determi-
nanten.

e Um die Determinante mittels der Regel von Sarrus zu bestimmen, schreibt man die
erste und zweite Spalte noch einmal hinter die dritte Spalte. Dann berechnet man
zunéchst die Produkte der Zahlen in jeder Hauptdiagonalen (von links oben nach
rechts unten) und bildet ihren Summenwert:

1 3 -2 1 3
NN N
-1 -5 4 -1 =5
NN N
0 7T -2 0 7

=10+0+14=24
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Anschliefsend bildet man die Summe der Produkte der in den Nebendiagonalen
stehenden Zahlen (links unten nach rechts oben):

1 3 -2 1 3
SN
-1 -5 4 -1 -3
A
0 7 -2 0 7
=0+28+6=34

Schliefslich subtrahiert man beide Werte voneinander; das Ergebnis lautet somit
24 — 34 = —10.

Zuriick zur Aufgabe

a) Zundchst kann man anhand der Koeffizienten-Determinate priifen, ob das Glei-
chungssystem eindeutig l6sbar ist:

a11 A2
Q21 Q22

13 -9

'1 5':—9—15:—24
Der Wert der Determinante ist ungleich Null, das Gleichungssystem ist somit ein-
deutig 16sbar.

Zur Bestimmung der Unbekannten z; bildet man eine zweite Determinante, wobei
die Koeffizienten von z; (die erste Spalte) durch die Werte auf der rechten Glei-
chungsseite ersetzt werden:

8 5
—-24 -9

b1 a2
by a9

‘ = 72 — (—120) = 48

Dividiert man den Wert dieser Determinante durch den Wert der Koeffizienten-
Determinate, so erhdlt man als Wert fiir z:

b1 ao
by a9 48
r = = 24 = -2
aix a2 -
Q21 A2

Zur Bestimmung der Unbekannten x, kann man entsprechend eine weitere Deter-
minante bilden, bei der nun die Koeffizienten von x (die zweite Spalte) durch die
Werte auf der rechten Gleichungsseite ersetzt werden:

1 8
3 —24

aj; by
as  bo

‘:—24—24:—48

Dividiert man den Wert dieser Determinante durch den Wert der Koeffizienten-
Determinate, so erhédlt man als Wert fiir z:

ap; by
o as  bo —48 ~ 49
2T air Q19 N 24 o
a1 Qa22

Das Gleichungssystem hat somit die Losung L = {(—2; 2)}.
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e b) Zunichst kann man wiederum anhand der Koeffizienten-Determinate priifen, ob
das Gleichungssystem eindeutig losbar ist. Nach der Regel von Sarrus erhilt man:

ai; Qe ais 5 2 =3
91 Q922 Q23| = -2 -7 3 =-35 -+ 18 + (—54) — 63 — (—135) — (-4) =5
azy a2 ass 3 -9 1

Der Wert der Determinante ist ungleich Null, das Gleichungssystem ist somit ein-
deutig 16sbar.

Zur Bestimmung der Unbekannten z; bildet man erneut eine Determinante, wobei
die Koeffizienten von z; (die erste Spalte) durch die Werte auf der rechten Glei-
chungsseite ersetzt werden:

bl Q12 Q13 11 2 =3
b2 92 Q93| = 1 -7 3l =—77T+90+27—3154+297 —2 =20
bg Q32 Q33 15 -9 1

Dividiert man den Wert dieser Determinante durch den Wert der Koeffizienten-
Determinate, so erhédlt man als Wert fiir z:
20
T = E =4
Zur Bestimmung der Unbekannten x5 geht man wiederum von der urspriinglichen
Determinante aus, ersetzt allerdings die Koeffizienten von z, (die zweite Spalte)
durch die Werte auf der rechten Gleichungsseite:

ain by a3 5 11 =3
asy bg ass 3 15 1

Der Wert dieser Determinante ist Null; somit ergibt auch eine Division durch den
Wert 5 der Koeffizienten-Determinante den Wert 0:

0
To = g =0
Zur Bestimmung der Unbekannten x3 geht man erneut von der urspriinglichen De-
terminante aus, ersetzt allerdings die Koeffizienten von z3 (die zweite Spalte) durch

die Werte auf der rechten Gleichungsseite:

ai;p a2 bl 5 2 11
a1 agy by =|—=2 —7 1| = =525+ 6+ 198 — (—231) — (—45) — (—60) = 15
asy as2 bg 3 —9 15

Dividiert man den Wert dieser Determinante durch den Wert der Koeflizienten-

Determinate, so erhédlt man als Wert fiir z3:
15
T3 = g = 3

Das Gleichungssystem hat somit die Losung L = {(4; 0; 3)}.
Zuriick zur Aufgabe
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Losungen zur Stochastik

Zufallsexperimente und Ereignisse

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den Abschnitt Zufallsexperimente und Ereig-
nisse.

e Wird die Zahl 2 gewiirfelt, so tritt sowohl das Ereignis wy (“Die gewiirfelte Zahl ist
eine Primzahl.”) als auch das Ereignis ws (“Die gewtirfelte Zahl ist gerade.”) ein. Die
Ergebnisse des Ergebnisraums miissen sich allerdings gegenseitig ausschliefsen.

Zuriick zur Aufgabe

Lésungen zur Statistik

Die folgenden Losungen beziehen sich auf die Ubungsaufgaben zum Abschnitt Beschrei-
bende Statistik.

e Da die unterschiedlichen Kinder-Anzahlen unterschiedlich gewichtet sind, muss zur
Bestimmung des Durchschnittwerts mit der Formel fiir das gewichtete arithmetische
Mittel gerechnet werden. Da bereits die relativen Haufigkeiten h; in der Tabelle
gegeben sind, geniigt es, diese mit den jeweiligen Merkmalswerten zu multiplizieren
und die Produktwerte zu addieren:

Z=Y hi-z;=(0-0,7202+ 10,1466 + 20,1005
i=1
+3-0,0256 + 40,0050 + 5 - 0,0018) ~ 0,45

Je Haushalt gibt es in Deutschland somit (nur) rund 0,45 Kinder.

Zurtick zur Aufgabe
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Links und Quellen

Computer-Algebra-Systeme

e Sympy

Sympy steht fiir “Symbolic Python” und bietet ein Computer-Algebra-System, das in
die Programmiersprache Python eingebunden ist. Wer Python-Syntax kennt, findet
sich also sehr schnell mit Sympy zurecht.

Sympy hat einen erheblichen Funktionsumfang. Es kann beispielsweise Terme ver-
einfachen und vielerlei Arten von Gleichungen und Gleichungssystemen l6sen; zudem
kann Sympy unmittelbar mit der Matplotlib, dem bekanntesten Funktionenplotter
in Python, kombiniert werden, um Losungen als Diagramme darzustellen.

Sympy wird auch fiir das Erstellen der Grund-Wissen-Seite genutzt; dort findet sich
inzwischen auch ein kurzes Sympy-Tutorial.

e Maxima
Maxima ist ein einfach zu erlernendes Computer-Algebra-System, das héufig als

Lehr- und Lernplattform Anwendung findet.

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.i. lasst sich Maxima einfach iiber folgendes
Paket installieren:

sudo aptitude install wxmaxima

Anschliefend kann wxMaxima als graphische Oberfliche iiber einen Eintrag im Start-
menii beziehungsweise einen Anwendungsstarter (F2) aufgerufen werden. Als text-
basiertes Programm kann in einer Shell maxima aufgerufen werden.

Zu Maxima existieren im deutschsprachigen Raum u.a. eine Einfithrung (PDF), ein
Workshop und eine ausfiihrliche Dokumentation, die jeweils auch fiir einen schnellen
Einstieg geeignet sind. Zuséatzlich gibt es ein empfehlenswertes Maxima-Weblog, mit
zahlreichen Anwendungs-Beispielen.

e Sage

Sage ist ein riesiges Software-Projekt (rund 2 Gigabyte!) mit dem Ziel, eine Vielzahl
an mathematischen Funktionalitidten zu vereinen. Auf der Sage-Projektseite gibt es
vorkompilierte Pakete als Downloads.

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.4. ldsst sich Sage auch iiber folgende Installa-
tionsroutine installieren:
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sudo add-apt-repository ppa:aims/sagemath
sudo apt-get update
sudo apt-get install sagemath-upstream-binary

Anschliefsend kann Sage iiber einen Eintrag im Startmenii, oder iiber die Eingabe
von sage in einem Anwendungsstarter (F2) oder einer Shell gestartet werden. Eine
entsprechend ausfiihrliche, englischsprachige Dokumentation findet sich als Refe-
rence Manual ebenfalls auf der Projektseite.

Funktionen-Plotter

Viele Mathematik-Programme haben bereits einen Funktionenplotter in der Software in-
tegriert. Zusétzlich gibt es (skriptbare) Funktionenplotter, die wahlweise direkt als Inter-
preter genutzt werden kénnen oder als Skriptsprache von anderen Programmen genutzt
werden kénnen.

e Matplotlib

Die Matplotlib ist eine Codebibliothek fiir die Programmiersprache Python. Sie
kann von Interpretern wie [Python aus aufgerufen oder kann von anderen in Python
geschriebenen Werkzeugen (insbesondere auch in Sphinx-Dokumentationen) genutzt
werden.

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.4. lisst sich die Matplotlib auf folgende Weise
installieren:

sudo aptitude install bpython ipython python-setuptools
sudo easy_install matplotlib

Anschliefend kénnen durch den Aufruf von ipython -pylab in einer Shell die Funk-
tionen der Matplotlib sowie weitere numerische Funktionen direkt iiber den Inter-
preter genutzt werden. Hierzu gibt es u.a. ein gelungenes Einstiegs-Tutorial und ein
weiteres Tutorial mit bunten Bildchen; auch auf der Grund-Wissen-Seite gibt es
inzwischen ein kleines Matplotlib-Tutorial.

e Gnuplot

Gnuplot ist weit entwickelter Funktionenplotter fiir 2D- und 3D-Plots, der als eigener
Interpreter oder als Skriptsprache genutzt werden kann.

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.4. ldasst sich gnuplot einfach {iber folgendes
Paket installieren:

sudo aptitude install gnuplot gnuplot-xl11 gnuplot-doc

Anschlieend kann Gnuplot iiber einen Eintrag im Startmenii, oder iiber die Eingabe
von gnuplot in einem Anwendungsstarter (F2) oder einer Shell gestartet werden.

Zu Gnuplot gibt es u.a. eine einfithrende PDF-
Présentation, ein Kurz-Tutorial hitp:/ /wwws. physik. uni-
stuttgart.de/studium /praktika/ap /pdf dateien/Allgemeines/BeschreibungGnuplot. pdf
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und eine englischsprachige Kurz-Einfiihrung. Weitere Dokumentationen und
Beispiel-Plots finden sich auf der Gnuplot-Projektseite.

Geometrie-Software

e Geogebra

Geogebra ist ein Programm zur Konstruktion und Auswertung geometrischer von
Konstruktionen. Die erstellten Zeichnungen kénnen in einer Vielzahl an Formaten,
u.a. PDF, PNG und SVG, ausgegeben werden.

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.d. lasst sich Geogebra einfach iiber folgendes
Paket installieren:

sudo aptitude install geogebra-gnome

Wer KDE benutzt, kann anstelle geogebra-gnome auch geogebra-kde installie-
ren. Anschliefend kann Geogebra iiber einen Eintrag im Startmenii, oder iiber die
Eingabe von geogebra in einem Anwendungsstarter (F2) oder einer Shell gestartet
werden.

Zu Geogebra existiert ein umfangreiches Wiki, das neben Tutorials, Tipps und Tricks
auch ein deutschsprachiges Handbuch enthélt.

Simulations-Werkzeuge

e Scilab

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.4. ldsst sich Scilab einfach iiber folgendes Paket
installieren:

sudo aptitude install scilab
Anschliefsend kann Scilab iiber einen Eintrag im Startmenii, oder iiber die Eingabe
von scilab in einem Anwendungsstarter (F2) oder einer Shell gestartet werden.

Zu Scilab gibt es im deutschsprachigen Bereich neben mehreren kommerziellen
Biichern auch Anleitungen (zu etwas fortgeschrittenen Anwendungen) als PDF-
Dateien, und zwar hier, hier und hier.

Umfangreiche, englischsprachige Dokumentationen finden sich auf der Scilab-
Projektseite sowie in den internen Hilfe-Seiten, die sich mittels des Pakets
scilab-doc installieren lassen.

e Octave

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.d. ldsst sich Octave einfach iiber folgendes
Paket installieren:

sudo aptitude install octave3.2
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Zusétzlich ist eine Installation der Pakete gnuplot und octave-epstk als Funk-
tionenplotter sinnvoll. Anschliefend kann Octave iiber einen Eintrag im Startmenii
oder iiber die Eingabe von octave in einem Anwendungsstarter (F2) oder einer Shell
gestartet werden.

Zu Octave gibt es im deutschsprachigen Raum mehrere Tutorials, u.a. hier. Ei-
ne komplette, englischsprachige Dokumentation existiert als Online-Handbuch oder
PDF-Version.

Statistik-Software

e Gnumeric

Gnumeric ist als Tabelleneditor eine schlanke Alternative zum Tabellenkalkulati-
onsprogramm Calc von LibreOffice. Neben vielen Import- und Export-Funktionen
verfiigt es auch iiber statistische Funktionen und einen integrierten Funktionenplot-
ter.

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.4. lasst sich Gnumeric einfach iiber folgendes
Paket installieren:

sudo aptitude install gnumeric

Anschliefsend kann Gnumeric iiber einen Eintrag im Startmenii, oder iiber die Ein-
gabe von gnumeric in einem Anwendungsstarter (F2) oder einer Shell gestartet
werden.

Die graphische Benutzeroberfliche ist weitestgehend selbsterkldrend. Eine Doku-
mentation gibt es unter den integrierten Hilfeseiten sowie in englischsprachiger Form
auf der Gnumeric-Projektseite.

e R

R ist eine Interpreter-Software fiir statistische Funktionen und gleichzeitig eine
skriptbare Programmiersprache. Im wissenschaftlichen Bereich hat sich R in den
letzten Jahren zunehmend als Standard-Werkzeug fiir statistische Analysen eta-
bliert.

Unter Linux Mint, Ubuntu, Debian u.4. ldsst sich R einfach iiber folgendes Paket
installieren:

sudo aptitude install r-base r-recommended

Anschliefend kann R in einer Shell mittels R aufgerufen werden. Als graphische
Bedienoberfliche kann beispielsweise rkward nachinstalliert werden.

Als Dokumentationen gibt es ein Wikibook sowie zum Einstieg eine Einfiihrung
in R und einen R Reader als PDF-Dateien. Weitere Dokumentationen in anderen
Sprachen sind in einer Manual-Liste aufgefiihrt. Auf der R-Projektseite ist zusdtzlich
eine Vielzahl an Erweiterungen mitsamt Beschreibungen zu finden.
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Youtube-Videos

e Mathe-Videos von “Educational Videos and Lectures”

Diverses

Mathematik-Wikipedia
Online-Mathe-Lexikon
Online-Mathebuch “Mathe 17
Mathematik — Erste Hilfe

Mathematischer Vorkurs zum Physik-Studium (pdf)

Mathematische Basteleien

Weiterfiihrende Mathematik

e FFH-Lehrmaterialien Mathematik von Alexander Stoffel

Quellenangaben zur Logik

Der strukturelle Aufbau dieses Abschnitts orientiert sich an [Simon1980] (Seite 33 fI).
Ahnliche inhaltliche Zusammenfassungen sind in vielerlei Fachbiichern zu finden.

Quellenangaben zur Mengenlehre

Die strukturellen Vorlagen fiir diesen Abschnitt stammen aus [Simon1980] (Seite 57 ff)
sowie [Voelkel1991] (Seite 15 fF).

Quellenangaben zu Arithmetik

Im Abschnitt Folgen und Reihen wurden mehrere fachliche Ergénzungen von [Simon1980]
(Seite 448 ff.) und /Bewert1971] (Seite 183 ff.) aufgegriffen. Die Hinweise auf den rechne-
rischen Umgang mit dem Summenzeichen sind inhaltlich an /Cramer2009] (Seite 116) an-
gelehnt. Der Beweis zur Auswertungsformel fiir geometrische Reihen ist aus [Simon1980/
(Seite 459 f.) entnommen.

Die im Abschnitt Weitere Teilbarkeitsregeln aufgefithrten Regeln sind in ausfiihrlicher
Form (inklusive Beweisen) in [Bittner1979] (Seite 31 ff.) zu finden.
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Quellenangaben zu elementarer Algebra

Der Beweis zum Satz des Vieta wird in &hnlicher Form [Simon1980] (Seiten 257f. und
263) gefiihrt.

Quellenangaben zu elementarer Geometrie

Der Aufbau dieses Kapitels orientiert sich an [Bewert1985]/ und [Voelkel1991].

Quellenangaben zu Stochastik

Der bisherige Aufbau dieses Abschnitts orientiert sich an [Olmscheid1994].
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Aquivalenz, 4
Aquivalenzrelation, 20
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Achsenspiegelung, 108
Achsensymmetrie, 110
Addition, 33
Additionstheoreme, 173
Adjungierte Determinante, 248
Algebra, 70
elementare Algebra, 70
lineare Algebra, 215
Algebraische Gleichung, 78
Analysis, 140
Anfangsbedingung, 210
Arcusfunktionen, 175
Arithmetik, 22
Arithmetische Folge, 53
Arithmetische Reihe, 56
Assoziativgesetz, 38
Asymptote, 167

Auspriagung, 264

Aussage, 1
Aquivalenz, 1
Adjunktion, 2
Implikation, 3
Konjunktion, 2
Kontravalenz, 4
Negation, 1

Aussageform, 6

B

Basis, 31
Beschranktheit einer Funktion, 148
Beschranktheit einer Zahlenfolge, 52
Bestimmungsgleichung, 72
Betrag, 40
Betrag eines Vektors, 217
Betragsfunktion, 181
Beweis, 7

durch Implikation, 8

durch Induktion, 8

durch Negation, 8
Bijektivitat, 144
Binomialkoeffizient, 259
Binomische Formeln, 39
Bogenldnge, 125
Bruchgleichung, 79
Bruchrechnung, 411

Addition, 43

Erweitern und Vereinfachen, 41

Multiplikation, 44
Bruchzahlen, 26

C

Cauchy-Kriterium, 53
Computer-Algebra-System, 314
Cosinus, 131

Cosinus-Satz, 132
Cosinusfunktion, 170
Cotangens, 131
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D Funktionen-Plotter, 315

Definitionsliicke, 141 G

Definitionsmenge, 141 . .
Determinante. 245 Ganzrationale Funktion, 158

dreireihig, 246 Gauss’scher Losungsalgorithmus, 94
mehrreihi,g 247 Gebrochenrationale Funktion, 164
zweireihig ’245 Geometrische Abbildung, 106

Differentialquotient, 179 Geometr?sche Folige, 54
Differenzenquotient, 179 Geometrische Reihe, 58

Differenzierbarkeit, 181 Ger.ade, 98
Dimension, 98 Gleichung, 71
Diskriminante. 75 Bestimmungsgleichung, 72

Distributivgesetz, 38 Identitét, '72 .
Divergenz, 52 Grofster gemeinsamer Teiler, 44
Division, 35 Gradmalfs, 100

Drachenviereck. 122 Grenzwert einer Funktion, 149

Drehmatrix, 240 Grenzwert einer Zahlenfolge, 52
Dreieck 1127 Grundgesamtheit, 264
gleiéhschenklig 116 Grundrechenarten, 33

gleichseitig, 116 Addition, 33

rechtwinklig, 117 Division, 35
Schwerpunkt, 114 Multiplikation, 35
Dreisatz, 82 Subtraktion, 34
E H
Element, 10 Héaufigkeit, 254

absolute Haufigkeit, 254
relative Haufigkeit, 254
Halbgerade, 99

Elementare Algebra, 70
Elementare Funktionen, 155
Elementare Geometrie, 97
Entwicklungssatz von Leibniz, 248 Hauptnenner, 43
Ereignis, 252 Hyperbel, 166
Ereignismenge, 253 |

Eulersche Zahl, 196
Exponent, 31
Exponentialfunktion, 167
Exponentialgleichung, 85
Extremstelle, 187
Extremwert, 187
Extremwertaufgabe, 207

Identitat, 72
Imagindre Zahlen, 68
Indexverschiebung, 56
Induktionsbeweis, 8
Injektivitat, 144
Integral, 208
Integralfunktion, 210

F Integrationsmethoden, 214
Fakultit. 59 Partielle Integration, 214
Falk—SCh:ema 933 Integrationsregeln, 212
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Folge, 51 K
arithmetische Folge, 53
geometrische Folge, 54
Funktion, 140

Kehrwert, 27
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322
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mit Wiederholung, 260

ohne Wiederholung, 259
Kombinatorik, 256
Kommutativgesetz, 38
Komplexe Zahlen, 67
Kongruenz, 107

von Dreiecken, 114
Konvergenz, 52
Koordinatensystem, 137

Kartesische Koordinaten, 138

Polare Koordinaten, 139
Krimmung, 189
Kreis, 125

Gradmak und Bogenmaf, 126

Kreisbogen, 125
Kreiswinkel, 128

L

Lineare Funktion, 159

Lineare Gleichung, 74

Lineares Gleichungssystem, 91
Additionsverfahren, 93
Einsetzungsverfahren, 92

Gauss’scher Losungsalgorithmus, 94

Gleichsetzungsverfahren, 93
Linearfaktor, 225
Linearfaktorzerlegung, 77
Linearitat, 19
Logarithmus, 49
Logarithmusfunktion, 168
Logarithmusgleichung, 86

M

Méchtigkeit, 15

Mafstab, 106

Matrix, 228
Diagonalmatrix, 230
Einheitsmatrix, 230

Matrixaddition, 230

Matrixmultiplikation, 232

Maximum, 152

Menge, 10
Leere Menge, 10
Obermenge, 12
Teilmenge, 12

Mengenoperation, 12
Differenzmenge, 13
Komplementdrmenge, 13

Produktmenge, 13
Schnittmenge, 12
Vereinigungsmenge, 13
Merkmal, 264
qualitativ, 265
quantitativ, 265
Merkmalstrager, 264
Messfehler, 267
Minimum, 152
Mittelpunkt, 115
Mittelwert, 268
artithmetisches Mittel, 268
geometrischse Mittel, 269
harmonisches Mittel, 271
Mittelwertsatz, 201
Mitternachtsformel, 75
Monotonie einer Funktion, 148
Monotonie einer Zahlenfolge, 51
Multiplikation, 35

N

Nebenwinkel, 101
Nullfolge, 53
Nullstelle, 153

O

Operator, 20
Ordnungsrelation, 19
Ortsvektor, 217

P

Parabel, 161

Parallel, 99
Parallelogramm, 121
Peripheriewinkel, 128
Permutation, 256
Polstelle, 164
Polynom, 78
Polynomdivision, 79
Potenz, 46
Potenzfunktion, 155
Primzahl, 63

Prinzip von Cavalieri, 133
Produktfolge, 59
Produktgleichung, 81
Projektionsmatrix, 239
Punkt, 98
Punktspiegelung, 109
Punktsymmetrie, 111
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Q Spiegelungsmatrix, 237

Quadrat, 120 Stammfunktion, 209
Quadratische Funktion, 161 Statistik, 263
Quadratische Gleichung, 75 Steigung, 184
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(Quersurnrne7 64 Stochastik, 250
Strahl, 99
R Strahlensatz, 128
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Rationale Zahlen, 26 Stufenwinkel, 101
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Reelle Zahlen, 31 Subtraktion, 34
Eulersche Zahl e, 31 Summenzeichen, 55
Kreiszahl Pi, 31 Surjektivitit, 144
Regel von Cramer, 246 Symmetrie, 110
Regel von L’Hospital, 203 Achsensymmetrie, 110
Regel von Sarrus, 246 Punktsymmetrie, 111
Reihe, 55 T
arithmetische Reihe, 56
geometrische Reihe, 58 Tangens, 131
Rekursion, 51 Tangensfunktion, 173
Relation, 18 Tautologie, 6
Linearitiit, 19 Teiler, 63
Reflexivitit, 19 Teilpunkt, 226
Symmetrie, 19 Teilsumme, 56
Transitivitit, 19 Teilverhiltnis, 226
Rhombus, 122 Term, 6
Rotation, 109 Thaleskreis, 128
Runden, 29 Transitivitat, 19
Translation, 108
S Transversale, 110
Satz, 1 Trapez, 122
Satz von Pythagoras, 117 Trigonometrie, 130
Hohen- und Kathetensatz, 118 Trigonometrische Funktionen, 170
Satz von Rolle, 200 U
Satz von Thales, 128
Satz von Vieta, 76 Umkehrfunktion, 146
Scheitelwinkel, 101 Ungleichung, 87
Scherungsmatrix, 243 Unterdeterminante, 248
Schnittpunkt zweier Funktionen, 153 \V
Sinus, 131
Sinus-Satz, 131 Variable, 6
Sinusfunktion, 170 Variation, 257
Skalarprodukt, 221 mit Wiederholung, 258

ohne Wiederholung, 258
Vektor, 99, 216

Betrag, 217

Differenzvektor, 220

Gegenvektor, 218
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an einem Punkt, 109
an einer Geraden, 108
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Normvektor, 218

Summenvektor, 219
Vektormultiplikation, 220

S-Multiplikation, 220

Skalarprodukt, 221

Vektorprodukt, 224
Verhéltnisgleichung, 81
Verschiebungsvektor, 225
Viereck, 120

W

Wahrscheinlichkeit, 254
Wechselwinkel, 101
Wertemenge, 141
Winkel, 99
Winkelfunktionen, 170
Wurzel, 32
Wurzelgleichung, 83

/

Zahlende Ziffern, 29

Zahl, 33

Zahlenbereiche, 23
Ganze Zahlen, 24
Komplexe Zahlen, 67
Natiirliche Zahlen, 23
Rationale Zahlen, 26
Reelle Zahlen, 31

Zentrische Streckung, 106

Zentriwinkel, 128

Ziffer, 33

Zinsrechnung, 60

Zufallsexperiment, 251
einstufig, 251
mehrstufig, 251
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